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-I دالة اللوغاريتم النبيري:  
  :تعريف و نتائج -)1  

f:1الدالة  x
x

[ متصلة على المجال6    ، إذن∞+,0]

  فهي تقبل دوالا أصلية على هذا المجال ، هذه الدوال 
  .تسمى الدوال اللوغاريتمية 

  :خاصية و تعريف 

f:1:  للدالة Fتوجد دالة أصلية و حيدة x
x

   على6

[المجال ) بحيث ∞+,0] )1 0F  ، وتسمى دالة =

  : ، إذن lnاللوغاريتم النبيري و يرمز لها ب 

] [0,
ln :

lnx x
+∞ →\
6

ln1  و   0=  

[و   [ ( )' 10, : lnx x
x

∀ ∈ +∞ =.    

  :إستنتاج 
[لدينا ،  --   [ ( )'0, : ln 0x x∀ ∈ +∞ ;،   

[تزايدية قطعا على المجال ln إذن الدالة  [0,+∞،   

[  :و بالتالي  [0,1 : ln 0x x∀ ∈ ≺  

[و   [1, : ln 0x x∀ ∈ +∞ ;.   

) و من جهة أخرى ،                --   ) * 2, :x y +∀ ∈\  

ln ln
ln ln

x y x y
x y x y
= ⇔ =⎧

⎨ ⇔⎩ ≺ ≺
  

  :خاصية أساسية 
[ منyلكل ) ، الدالة ∞+,0] ): ln .G x x y6  

[قابلة للإشتقاق على   : و لدينا ∞+,0]

] [ ( )' 10, :x G x
x

∀ ∈ +∞ =.   

 :نتائج 
  : 01نتيجة --

( ) ( )* 2, : ln . ln lnx y x y x y+∀ ∈ = +\  
 و بصفة عامة ،

             ( ) *
1 2, ,...., :n

nx x x +∀ ∈\ 

( )1 2 1 2ln ... ln ln ... lnn nx x x x x x× × × = + + + 

  : 02نتيجة --

( ) * 2, : ln ln lnxx y x y
y+

⎛ ⎞
∀ ∈ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
\  

10:       و بصفة خاصة  : ln lnx x
x

⎛ ⎞∀ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

;.   

):    ملحوظة  ) * 2, / . 0 :x y x y+∀ ∈\ ; 

( )ln . ln ln

ln ln ln

x y x y

x x y
y

⎧ = +
⎪
⎨ ⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎪
⎝ ⎠⎩

 

):            03نتيجة -- ) ] [*, 0, :n x∀ ∈ × +∞`  

( )ln .lnnx n x=  و  ( )ln .lnnx n x− = −  

)و   ) 1ln .lnn x x
n

=.   

):        و بصفة عامة  )* : ln .lnrr x r x∀ ∈ =_.   

  :تطبيقات -)2  
  : 01تمرين 

lnبدلالة Bو Aينعبر عن العدد -)أ ln و2   : حيث 3

5 1 3ln ln
2 5 1

A
⎛ ⎞+ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎝ ⎠

  

( ) ( )ln 3 3 2 3 ln 6 2 3B = + + + + 

( )ln 3 3 2 3+ − +  

ln: كل منهما إذا علمت أنثم اعط قيمة مقربة ل 2 0,7�  
ln  و   3 1,1�.   

   :ما يلي \حل في -)ب

( ) ( )21 : ln 1 ln 2x x− =  

)              و   ) ( ) ( )2 : ln 2 ln 2 1x x− ≤ −  

) و            ) ( )3 : ln ln 3 2ln 2 0x x+ + − =  

)       و   ) ( ) ( )4 : ln 3 ln 2 ln 1 0x x− + − + ≥    
) المعادلة\حل في : 02تمرين  )E التالية :  

( ) ( ) ( )22 ln 2 1 ln 3 2 ln 4 3 lnx x x x x− − − = − − 

):  و المتراجحة ) ( )2ln 3 ln 2 3 lnx x x x+ ≥ + − −  
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  :دراسة دالة اللوغاريتم النبيري -)3
[دالة اللوغاريتم النبيري معرفة على  -- [* 0,+ = +∞\  

 :و هي متصلة و قابلة للإشتقاق على هذا المجال ، و لدينا

] [ ( )' 10, : ln 0x x
x

∀ ∈ +∞ = ;  

[إذن فهي تزايدية قطعا على  [0,+∞.   

lim:  النهايتينتحديد -- ln
x

x
→+∞

  و  
0

lim ln
x

x
+→

،   

* من x  و ` منnليكن
2nx بحيث \+ ≥،   

ln:  لدينا  ln 2nx ln  أي  ≤ .ln 2x n≥  
limو بما أن   .ln 2

n
n

→+∞
= lim: فإن∞+ ln

x
x

→+∞
= +∞  

:        نستنتج أن 
0

1lim ln lim ln
tx

x
t+ →+∞→

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

( )lim ln
t

t
→+∞

= − = −∞  

lim: و بالتالي فإن  ln
x

x
→+∞

=  و ∞+
0

lim ln
x

x
+→

= −∞  

   متصلة و تزايدية قطعا علىlnالدالة : 01مبرهنة --

] [ ، إذن فهي تقابل من∞+,0]    .\ نحو ∞+,0]

lim: لأن (  ln
x

x
→+∞

=  و ∞+
0

lim ln
x

x
+→

= −∞(   

  : eالعدد  --
[ تقابل منln الدالة بما أن    فالمعادلة\ نحو ∞+,0]

ln x λ= تقبل حلا وحيدا مهما يكن ، λ من \.   
)المعادلة : تعريف -- ) : ln 1E x   ل حلا و حيدا تقب=

[في المجال    .eالرمز  يرمز له ب∞+,0]

   لا جذريعدد eلللوغاريتم النبيري ، و و يسمى أساسا 
e...2,718.281.828.5و    �.    

  : في الجدول التالي lnنلخص تغيرات الدالة 
  

 0           1             e          +∞  x 
                                    +∞  

 
−∞  

  
ln x  

  

  :دراسة الفروع اللانهائية --
بما أن 

0
lim ln
x

x
+→

= ) ، فإن ∞− )oyمقارب رأسي   

   .lnلمنحنى الدالة 

  : 03تمرين 
[ المعرفة على المجالf الدالة العدديةنعتبر [0,+∞  

):   يلي بما ) ln 2f x x x= −  

  : ، ثم إستنتج أن fأدرس تغيرات الدالة -)أ

[ [ ln 21, : 0 xx
x x

∀ ∈ +∞ ≤ ≤.    

lnlimإستنتج النهاية  -)ب
x

x
x→+∞

    ، ثم أول هندسيا هذه

  .النتيجة 
  : دراسة التحذب --

[: لدينا  [ ( )
'

"
2

1 10, : ln 0x x
x x

−⎛ ⎞∀ ∈ +∞ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

≺  

[ مقعر على المجال lnمنحنى الدالة إذن  [0,+∞.   

  : إنشاء المنحنى --
 : 04تمرين 

): حدد النهايات التالية  -)أ )
0

1 : lim ln
x

x x
+→

 

)   و   )
1

ln2 : lim
1x

x
x→ −

)  و   ) ( )
0

ln 1
3 : lim

x

x
x→

+
.   

):   حدد النهايتين -)ب ) ln4 : lim nx

x
x→+∞

  

)               و  )
0

5 : lim lnn

x
x x

+→
n* حيث  ∈`.   

  نهايات مرجعية
lim ln

x
x

→+∞
=   و  ∞+

0
lim ln
x

x
+→

= −∞  

  lnlim 0
x

x
x→+∞

   و   =
0

lim ln 0
x

x x
+→

=  

     
1

lnlim 0
1x

x
x→

=
−

)   و   )
0

ln 1
lim 0
x

x
x→

+
=  

 : 05تمرين 

):   أحسب النهايات التالية -)أ ) 3

ln1 : lim
x

x
x→+∞

  

( ) 3

0
2 : lim ln

x
x x

+→
)  و   ) 13 : lim ln

2 3x

x
x→−∞

−⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠

  

( ) ( )2

0
4 : lim ln

x
x x

+→
)  و   ) ( )

0

ln 1 2
5 : lim

3x

x
x→

+
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( ) ( )2ln 1
6 : lim

x

x
x→+∞

+
)  و  ) ( )ln .

7 : lim
x

e x
x→+∞

  

( ) ( )28 : lim ln ln ln
x

x x
→+∞

⎡ ⎤−⎣ ⎦.   

  :المشتقة اللوغاريتمية -)4
  :02مبرهنة --
   و لاI دالة قابلة للإشتقاق على مجال مفتوحuإذا آانت 

):  ، فإن الدالة Iنتنعدم في آل نقطة م )lnx u x6 

  : و لدينا Iقابلة للإشتقاق على

( ) ( )
( )

'
'

: ln
u x

x I u x
u x

⎡ ⎤∀ ∈ =⎣ ⎦.   

   دالة قابلة للإشتقاق على مجالuإذا آانت: إستنتاج --
 ، فمجموعة I و لا تنعدم في آل نقطة منIمفتوح

):  للدالة Iالدوال الأصلية على )
( )

'

:
u x

f x
u x

  : هي 6

( ): lnF x u xλ λ    .\∋λ ، حيث 6+

1xة مجموعة الدوال الأصلية للدال --
x

  على المجال6

] ) هي ∞−0,] )lnx xλ +    .\∋λ ، حيث 6−

 g وf وuنعتبر الدوال العددية: 06تمرين 

)    : فة بما يليالمعر ) 3 1
5 2

xu x
x
+

=
+

  

     ( ) ( )lnf x u x= ⎡ ⎤⎣ )  و  ⎦ ) ( )lng x u x= 

   .g وf أحسب مشتقتي ، ثمgD وfD حدد-)أ

   ،0 و التي تنعدم في h الدالة الأصلية للدالة حدد-)ب

3:  حيث  5:
3 1 5 2

h x
x x

−
+ +

6.   

  f للدالةFأوجد دالة أصلية: 07تمرين 
  :   في الحالات التالية Iعلى المجال

( )
( ) tan

1 :
,

2 2

f x x

I π π

=⎧
⎪
⎨ ⎤ ⎡= −⎪ ⎥ ⎢⎦ ⎣⎩

)  و  )
( ) 1

tan2 :
,0

2

f x
x

I π

⎧ =⎪⎪
⎨

⎤ ⎡⎪ = −⎥ ⎢⎪ ⎦ ⎣⎩

  

( ) ( )

] [

2
13 :

, 1

xf x
x

I

−⎧ =⎪ +⎨
⎪ = −∞ −⎩

)  و   ) ( )

] [

1
ln4 :

0,1

f x
x x

I

⎧ =⎪
⎨
⎪ =⎩

 

-II تطبيقات:  
 g وfنعتبر الدالتين العدديتين  :08تمرين 

[ على المجال تينالمعرف     : بما يلي ∞+,1]

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2ln 1

2 1 ln 1

x
f x

x
g x x x x

⎧ −
⎪ =
⎨
⎪ = − − −⎩

،   

): حدد النهايتين - أ-)1 )
1

lim
x

g x
+→

)  و  )lim
x

g x
→+∞

.   

   . g مشتقة الدالةg'حدد -ب    

):  المتراجحة حل -ج     )ln 1 1x −    ، ثم أنشيء ≥

   .gجدول تغيرات الدالة

)بين أن -د     )gCيقطع ( )oxفي نقطة وحيدة أفصولها   

α 2 عنصر من المجال 31 ,1e e⎤ ⎡+ +⎦    ، ثم اعط جدولا⎣

[ على المجالgلإشارة الدالة [1,+∞.   

): النهايتينأحسب - أ-)2 )
1

lim
x

f x
+→

)  و  )lim
x

f x
→+∞

.   

  : بين أن  -    ب

] [ ( ) ( )' 21, :x sg f x sg g x⎡ ⎤⎡ ⎤∀ ∈ +∞ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

[ على المجالfلة تغيرات الداثم إستنتج [1,+∞.   

 : 09تمرين 
] على الدالة العددية المعرفةfلتكن   : بما يلي ∞+,0]

( )
( )

2 ln

0 0

f x x x

f

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
  .  

):  أحسب النهايات التالية  -)1 )
0

lim
x

f x
+→

   

)و  )
0

lim
x

f x
x+→

) و  )lim
x

f x
→+∞

) و  )lim
x

f x
x→+∞

   ، ثم

  .أول هندسيا النتائج المحصل عليها 
0عند fأدرس قابلية إشتقاق -)2 1x =.   

)أحسب  -)3 )'f xعلى آل مجال من المجالين ] [0,1  

[و   أنشيء جدول تغيرات  ، ثم أدرس إشارتها و∞+,1]

] علىfالدالة [0,+∞.   

)أنشيء -)4 )fC في معلم متعامد ممنظم ( ), ,O i j
G JG

.    



 الثانية علوم تجريبية
Prof :BENELKHATIR 

 الدوال اللوغاريتمية
Fonctions Logarithmes 

 ثانوية الفتح
 نيابة الخميسات

 

abouzakariya@yahoo.fr 4

  )e متتالية عددية تؤول إلى العدد: (10تمرين 
)نعتبر المتتالية العددية ) 1n n

u
≥

  : المعرفة بما يلي

* 1: 1
n

nn u
n

⎛ ⎞∀ ∈ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

`.   

  : أثبت أن -)1

] [ ] [ ( )1,0 0, : ln 1x x x∀ ∈ − ∪ +∞ + ≺ ،   

*: ثم إستنتج أن : nn u e∀ ∈` ≺ .   

  : تحقق من أن -أ -)2

* 1 1: ln 1 ln 1
1

n
n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∀ ∈ + = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠
`.   

*:  إستنتج أن -ب   

1

1 1ln 1
1:

n
n

n

n nn

u e +

⎧ ⎛ ⎞+⎜ ⎟⎪⎪ +⎝ ⎠∀ ∈ ⎨
⎪
⎪⎩

;
`

;

  

 : بين أن -)3
1

* 1:
0

n
n

n

nee
nn

ee u
n

+
⎧
⎪⎪ +∀ ∈ ⎨
⎪ −⎪⎩

;
`

≺ ≺
  

)ثم إستنتج نهاية المتتالية ) 1n n
u

≥
.   

III-  دالة اللوغاريتم لللأساسa ،{ }* 1a +∈ −\  

} عددا منaليكن:  فتعري -)1 }* 1+ −\ ،   

 المعرفة loga هي الدالةaدالة اللوغاريتيم لللأساس

[على lnlog:  بما يلي ∞+,0]
lna

xx
a

=،   

[: بصفة خاصة  [0, : log lnex x x∀ ∈ +∞ =  

  لدينا ،     :خاصيات -)2

( ) { } ( )
* *

log 1
, 1 :

log
a

r
a

a
a r

a r+

=⎧⎪∀ ∈ − × ⎨ =⎪⎩
\ _- 

( )

( )

( )

* 2

log log log

, : log log log

log log

a a a

a a a

r
a a

xy x y

xx y x y
y

x r x

+

⎧ = +
⎪
⎪ ⎛ ⎞

∀ ∈ = −⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪

⎪ =⎩

\ 

  :a للأساسدراسة دالة اللوغاريتم  -)3

[ متصلة و قابلة للإشتقاق علىlogaالدالة   و لدينا،∞+,0]

] [ ( )' 10, : log
lnax x

x a
∀ ∈ +∞ =  

  : ، هناك حالتينlnaإذن تغيراتها مرتبطة بإشارة العدد 
[ إذا آان - [0,1a∈فإن الدالة logaتناقصية قطعا على   

[المجال [0,+∞.   

[ إذا آان- [1,a∈    تزايدية قطعا على logaن الدالة فإ∞+

[المجال [0,+∞.   

  لدينا ،: بالنسبة للنهايات --

] [ 0
lim log

0,1
lim log

a
x

ax

x
a

x
+→

→+∞

= +∞⎧⎪∈ ⇒ ⎨
= −∞⎪⎩

  

[و   [ 0
lim log

1,
lim log

a
x

ax

x
a

x
+→

→+∞

= −∞⎧⎪∈ +∞ ⇒ ⎨
= +∞⎪⎩

  

1:  التمثيل المبياني --
2

a 2a  و  = =.   

  : اللوغاريتم العشري-)4
     : تعريف --

   و يرمز لها فقط10logدالة اللوغاريتم العشري هي الدالة 

  : ، إذن 10log عوضlogبالرمز 

] [ ln0, : log
ln10

xx x∀ ∈ +∞ =  

)و   ): log 10nn n∀ ∈ =]  

  :11نتمري 

):  المتراجحة`حل في -)1 )
2

1001: 10
10

n

I −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

≺  

  :  المعادلة\حل في -)2

( ) ( ) ( ): log 2 log 3 2E x x− + + =  

  : النظمتين\2حل في -)3

( )
65

1 :
log log 3
x y

x y
+ =⎧

⎨ + =⎩
   

)و   ) ( )log 1 log 1 1
2 :

1
x y

xy x y
⎧ − + + =⎪
⎨

+ + =⎪⎩
 

  


