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-I الدالة الأسية النبيرية:  
  :نتائج تعريف و -)1  

[ تقابل من المجالlnدالة اللوغاريتم النبيري [0,+∞ 

[ نحو\، إذن فهي تقبل تقابلا عكسيا من\نحو [0,+∞ 

  الدالة الأسية النبيرية هي التقابل العكسي: تعريف --
   .exp ، و يرمز لها بالرمزln اللوغاريتم النبيريلدالة

:    إذن 
] [0,

exp :
/ lnx y y x

→ +∞

=

\
6

   

  :نتائج -

  :  لدينا --
ln1 0 exp0 1
ln 1 exp1e e

= ⇔ =⎧
⎨ = ⇔ =⎩

  

)و   ): ln expr rr e r r e∀ ∈ = ⇔ =_.    

  :      و بصفة عامة 

( ): ln expx x x∀ ∈ =\  

[و   [ ( )0, : exp lnx x x∀ ∈ +∞ =.    

  : إذن 

( ) 2 exp exp
, :

exp exp
x y x y

x y
x y x y
= ⇔ =⎧

∀ ∈ ⎨ ⇔⎩
\

≺ ≺
  

  ln لها نفس منحى تغيرات الدالة متصلة وexp  الدالة--

   : ، ولدينا\ية قطعا علىفهي تزايد ، إذن
lim exp

x
x

→+∞
= lim  و  ∞+ exp 0

x
x

→−∞
=.   

)في معلم متعامد ممنظم -- ), ,O i j
G JG

   exp الدالة منحنى

  .نسبة للمنصف الأول  بالlnهو مماثل منحنى الدالة

  :خاصيات -)2  

( )

( )

( )

( )

2

exp exp exp
exp, : exp
exp
1exp

exp

x y x y
xx y x y
y

x
x

⎧
⎪ + = ×⎪
⎪

∀ ∈ − =⎨
⎪
⎪

− =⎪
⎩

\  

)و   ) ( ) ( ), : exp . exp rx r r x x∀ ∈ × =\ _.   

   :xeالترميز --
expنعلم أن  rr e=لكل rنمدد هذه الكتابة_ من ،   

: : ، فنضع \لمجموعةإلى ا exp xx x e∀ ∈ =\  

  :العلاقات السابقة تصبح إذن على الشكل التالي 

( ) ] [, 0, : lnxx y y e y x∀ ∈ × +∞ = ⇔ =\  

            ( ) 2, :
x y

x y

e e x y
x y

e e x y

⎧ = ⇔ =⎪∀ ∈ ⎨
⇔⎪⎩

\
≺ ≺

  

 
x

x y
y

ee
e

− xو   = y x ye e e+ = × ( ) 2, :x y∀ ∈\  

                 ( ) ( )., : e e
rr x xx r∀ ∈ × =\ _   

] [ ln0, : xx e x∀ ∈ +∞ ) و= ): ln xx e x∀ ∈ =\ 

limو أخيرا ،  x

x
e

→+∞
= lim  و  ∞+ 0x

x
e

→−∞
=.    

  :مشتقة الدالة الأسية النبيرية -)3

[ قابلة للإشتقاق علىlnالدالة ) و ∞+,0] )' 1ln x
x

=  

[إذن مشتقتها لا تنعدم في آل نقطة من   ، وبالتالي∞+,0]

  : و لدينا \ قابلة للإشتقاق علىexpفالدالة

( ) ( )
'

'

1: exp exp
ln exp

x x x
x

∀ ∈ = =\  

  : 02خاصية --
expالدالة  : xx e6و لدينا\ قابلة للإشتقاق على :  

( )'
: x xx e e∀ ∈ =\.   

   دالة قابلة للإشتقاق على مجالuإذا آانت: و بصفة عامة

):  ، فإن الدالة Iمفتوح )u xx e6قابلة للإشتقاق   

):   و لديناIعلى )( ) ( ) ( )'
': u x u xx I e u x e∀ ∈ =.   

  :نهايات مرجعية -)4
   حدد النهايات التالية ،: 01تمرين --

      ( )1 lim
x

x

e
x→+∞

، ( )2 lim . x

x
x e

→−∞
 ، ( )

0

13 lim
x

x

e
x→

− 

( )4 : lim
x

nx

e
x→+∞

)  و  )5 : lim .n x

x
x e

→−∞
n حيث  ∈`  
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  :حدد النهايات التالية      :02تمرين --

( ) 31 : lim . x

x
x x e

→−∞
) و + )2 : lim

2. 1

x

xx

e x
e→+∞

−
+

  

( )3 : lim
x

x xx

e x
e e −→+∞

+
+

) و  )4 : lim
.

x

xx

x e
x e→−∞

+  

( )
1

5 : lim 1 x
x

x e
→+∞

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
) و  ) 20

16 : lim
x

x

e
x x→

−
+

  

( ) ( ) 227 : lim . x x

x
x x e −

→+∞
) و + )

2 4

22
8 : lim

4

x

x

e e
x→

−
−

  

( ) 2 39 : lim x

x
x e x−

→±∞
) و + )

1

10 : lim .lnx
x

e x
→+∞

  

( ) ( )211 : lim 2x

x
e x x

→+∞
− +   

  ( ) ( ) 2

0
12 : lim / , ;

px qx

x

e e p q p q
x→

−
∈ ≠\.   

-II تطبيقات:  
  : المعرفة بما يلي fنعتبر الدالة العددية: 03تمرين --

( ) 2 1
1

x

x

ef x x
e

= + +
−

.    

  : النهايتينثم أحسب ،  fDحدد -)1

( )lim
x

f x
→+∞

)  و   )lim
x

f x
→−∞

.    

): ينأحسب النهايت -)2 )
0

lim
x

f x
+→

) و  )
0

lim
x

f x
−→

  

  .ثم أول هندسيا النتيجتين المحصل عليهما 

)بين أن -)3 )fC مقاربين∞− و ∞+ يقبل بجوار   

)مائلين ) و∆1(   . على التوالي و اعط معادلتهما ∆2(

  : و إن fD قابلة للإشتقاق علىfبين أن -)4

( )
( )
2

'
2

2 5 2:
1

x x

f x

e ex D f x
e

− −

−

− +
∀ ∈ =

−
.   

22:  المتراجحة fDحل في -)5 5 2 0x xe e− −− + ≥.   

   .fD علىf الدالةأنشيء جدول تغيرات -)6

)أرسم المقاربين -)7 ) و∆1( ) و المنحنى∆2( )fCفي  

)معلم متعامد و ممنظم  ), ,O i j
G JG

.   

III-  الدالة الأسية للأساسa ،{ }* 1a +∈ −\:  

[ تقابل منlogaالدالة     لأنها متصلة \ نحو∞+,0]

[و رتيبة قطعا على [ و∞+,0] [( )log 0,a +∞ = \.   

  :تعريف -)1
 يسمى الدالة الأسية logaتقابل العكسي للتقابلال

  : ، إذن expa و يرمز له بالرمز aللأساس

] [0,
exp :

/ loga
ax y y x

→ +∞

=

\
6

  

  : ملحوظة 
             ( ) ] [, 0, :x y∀ ∈ × +∞\ 

exp log ln lna ax y y x y x a= ⇔ = ⇔ =  

:ln : إذن exp x a
ax x e∀ ∈ =\.   

                                ( ): log r
ar a r∀ ∈ =_  

: : إذن exp r
ar r a∀ ∈ =_  

   فيصبح لدينا ،\نمدد هذه الكتابة إلى المجموعة

: exp x
ax x a∀ ∈ =\  

 :خاصيات -)2
:1b 1a و≠ ≠  /( ) * 2,a b +∀ )و \∋ ) 2,x y∀ ∈\ 

x y x y

x
x y

y

a a a
aa
a

+

−

⎧ = ×
⎪
⎨

=⎪⎩

  و  
( ) .

1

yx x y

x
x

a a

a
a

−

⎧ =
⎪
⎨

=⎪
⎩

  

( ). .x x xa b a b=  و  
x x

x

a a
b b
⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

.   

exp:دراسة الدالة -)3 : x
a x a6، { }* 1a +∈ −\  

   حالتين ،هناك :النهايات --

            
lim

0 1
lim 0

x

x
x

x

a
a

a
→−∞

→+∞

⎧ = +∞⎪⇒ ⎨
=⎪⎩

≺ ≺  

      و
lim 0

1
lim

x

x
x

x

a
a

a
→−∞

→+∞

⎧ =⎪⇒ ⎨
= +∞⎪⎩

;  
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  :المشتقة --
exp:الدالة  : x

a x a6 و لدينا\شتقاق علىقابلة للإ : 

:x∀ ∈\ 

( ) ( ) ( ) ( )' '.ln .lnln . ln .x x a x a xa e a e a a= = =  

0و بالتالي ، إذا آان  1a≺    تناقصيةexpa فإن الدالة ≻

   .\قطعا على
1aو إذا آان     .\ تزايدية قطعا علىexpa فإن الدالة;

  :التمثيل المبياني --

  :تطبيقات -)4
  : المعادلتين \حل في المجموعة :01تمرين --

( ) 21 : 5 6 0x xe e− − =   

)  و ) 2 12 : 3 9 1458 0x x+ −+ − =  

   :02تمرين --
[ الدالة العددية المعرفة علىfلتكن   :بما يلي ∞+,0]

( )
1
xf x x=  

)حدد النهايتين  -)أ )lim
x

f x
→+∞

) و )
0

lim
x

f x
+→

   ، ثم أول

  .النتيجتين المحصل عليهما 

  و استنتج جدول تغيرات ، ثم أدرس إشارتها f'حدد -)ب
   .fالدالة

  : الدالة العددية المعرفة بما يلي f لتكن:03تمرين --

( )
2 5ln

2

x

x

ef x
e

⎛ ⎞+
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 .  

  . عند محديه f ، ثم أحسب نهايتيfDحدد -)1

)بين أن - أ-)2 )fCمقاربا مائلا∞+ يقبل بجوار ( )∆   

  .و حدد معادلته 

)حدد وضع -ب )fCبالنسبة لمقاربه ( )∆.   

  م أدرس إشارتها و استنتج جدول تغيرات ، ثf'حدد -)3
   .fالدالة

)أرسم المقارب -)4 ) والمنحنى∆( )fCفي معلم متعامد  

)ممنظم ), ,O i j
G JG

.   

   :04تمرين 
  : بما يلي \عددية المعرفة على  الدالة الfلتكن --

( )
2 ln ; 0

1 2 1 ; 0x x

ex x
xf x

e e x

⎧ ⎛ ⎞
⎪ ⎜ ⎟

⎝ ⎠= ⎨
⎪ − − − ≤⎩

;
.   

)و ليكن    )fCمنحنى الدالة fفي م م ( ), ,O i j
G JG

   حيث

2i j cm= =
G JG

  

   :أحسب النهايات التالية  -)1

( )lim
x

f x
→−∞

) و  )lim
x

f x
→+∞

) و  )lim
x

f x
x→+∞

   

) ثم حدد طبيعة الفروع اللا نهائية ل )fC.   

0 عندfأدرس إتصال و قابلية إشتقاق - أ-)2 0x = ،   

  .تأويلا هندسيا للنتائج المحصل عليها و اعط 

0x عندfأدرس قابلية إشتقاق -  ب e=  و اعط ،

  .تين المحصل عليهما جتأويلا هندسيا للنت

   :بين أن  -أ -)3

] [ ( )
] [ ( )

'

'

0, : 2 ln

, : 2 ln

x e f x x

x e f x x

⎧∀ ∈ = −⎪
⎨
∀ ∈ +∞ =⎪⎩

  

[  و [ ( )' 1,0 : 1 .
1

x

x
x f x e

e

⎛ ⎞
∀ ∈ −∞ = +⎜ ⎟

−⎝ ⎠
  

 .f ثم أنشيء جدول تغيراتf'المشتقةأدرس إشارة  -ب

) المنحنىأرسم -)4 )fCفي المعلم ( ), ,O i j
G JG

.   

[ على المجالf قصور الدالةgليكن -)5 ],0I = −∞.  

  . يتم تحديده J نحو مجالI تقابل منgبين أن -أ

)حدد -ب )1g x−لكل xمن J.   

 : 05تمرين 
): مثل مبيان الدالة  -)1 )2: ln 1f x x x+ +6،   

   .)أدرس التحذب و التقعر و حدد نقط الإنعطاف ( 

):  الدالة نعتبر -)2 )2: 1 . xg x x e+6حدد علاقة ،   

)بين )f xو ( )g x ، ثم إستنتج تغيرات الدالةg.  


