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الأول )ن3(التمرين )ن 3(التمرين الأول



( )2M IR 2هي  مجموعة  المصفوفات  المربعة من الرتبة. 

ن أ )نذآر )( )M IR + وحدتها× واحدية 1حلقة 0
I  

  ) نذآر  أ ن   )( )2 , ,M IR +  حلقة  واحدية وحدتها   ×
0 1

I  
=  
 

.

المصفوفاتFلتكن )مجموعة )M x yمن( )M IR: )بحيث ) 1
x y

M
 
 مع( ) *x y IR IR∈ × )مجموعة المصفوفاتFلتكن  ),M x yمن( )2M IR : )بحيث ), 10

M x y
x

 =
 
 

) مع  ),x y IR IR∈ ×

ن–1 أ بين - منFأ مستقر )جزء )( )2 ,M IR ×. بين  ن  1  Fن ر  ) جز  )( )2 ,M IR. 

) بين أ ن –    ب  ),F   زمرة غير تبادلية .×

ك فال ف ال )ة للأث( ة ) مجموعة المصفوفاتG لتكن–  2 ),0M x  منF   بحيث*x IR∈بين أ ن .G زمرة جزئية للزمرة ( , )F ×.

E* ليكن–  3 IR IR= نزود المجموعة× .Eبقانون الترآيب الداخلي ⊥: ) المعرف بما يلي , ) ( , ) , yx y a b xa xb ⊥ = + 
 

)يي , ) ( , ) ,y
a 

 

            : نعتبر التطبيق
( ) ( )( )

:( , ) ( , )
, , ( , )

F E
M x y M x y x y

ϕ

ϕ

× → ×

→ =
 

( ) ( )( ) ( )y y yϕ

(1,1) أ حسب –  أ  (2,3) و   ⊥(2,3) (1,1)⊥ 

نب أ تقابلϕبين تشاآل .ϕ بين أ ن– ب    تشاآل تقابلي

) ج- آ ستنتج بنية  , )E ⊥. 



ل الأ ن الت حل التمرين الأول ل



. Fليكن               و                  عنصرين من –أ  -1

' ' yxx xy +  

( )' ', 'M x y ( ),M x y

:                                  .  و بما أ ن :                                                                           لدينا  ( ) ( ) ', ' ', ' ', '
1 '0

'

xx xy
yxM x y M x y M xx xy
x

xx

+   × = = +   
   

 

', ' *
'
yxx xy IR IR
x

 + ∈ × 
 

جزء مستقر في     Fفإن                                      و بالتالي 

.لنبين أن           زمرة غير تبادلية   -ب  - 

( ) ( ), ' ', 'M x y M x y F× ∈( )( )2 ,M IR ×

( ),F ×

 Fعنصر محايد ل    Iإدن                                                   : لدينا  لأن              :             لدينا     

”الواضح 161ص  7مثال ”Fتجميعي في                   إدن       تجميعي في      جزء مستقر في                  و   Fلدينا  ( )( )2 ,M IR ×( )( )2 ,M IR ×" "×

( )
F φ≠I F∈( ), :M x y F M I I M M∀ ∈ × = × =

" "×

”الواضح164ص - ب–7مثال “. يقبل مماثل   Fلدينا لكل                                               إدن آل عنصرمن   

:و                              :                           من أجل لدينا   
( )( )det , 1M x y =

( ) ( ), 1,1M x y M=( ) ( )' ', ' 2,3M x y M=

( ),M x y F∈

و                                                                              ( ) ( )

72
21,1 2,3
10

M M

 
 

× =  
  

( ) ( )
2 5

2,3 1,1 10
2

M M
 
 × =
 
                                                             

.و بالتالي             زمرة غير تبادلية .  Fنستنتج أن        غيرتبادلي في 

0
2

  
 

2 

" "×( ),F ×
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. Fزمرة جزئية ل    Gلتكن                                        لنبين أن    -2 ( ){ },0 / *G M x F x IR∈ ∈

1 
ليكن                                نلاحظ أن                                           :                               لدينا  

0 01
yy       

{ }
I G G φ∈ ⇒ ≠( ) ( ),0 , ,0M x M y G∈( )1 1,0 ,0M x M

x
−  =  

 

زمرة جزئية للزمرة     Gو بالتالي   :                                                                                    و لدينا  ( ) ( )1

0 01 0
,0 ,0 ,010 00

y
yxM y M x Mx x xxy y

−

            × = × = =                
 175الخاصية المميزة للزمرة الجزئية ص
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( ),F ×

:  بقانون الترآيب الداخلي    المعرف بما يلي  Eنزود ,  ليكن                  –أ  -3 *E IR IR= ×

( ) ( ) ( ) ( ): yx y E a b E x y a b xa xb ∀ ∈ ∀ ∈ ⊥ = + 

⊥

:   حساب                     

( ) ( ) ( ) ( ), , , : , , ,x y E a b E x y a b xa xb
a

∀ ∈ ∀ ∈ ⊥ = + 
 

( ) ( )1,1 2,3⊥( ) ( ) 1 71,1 2,3 1 2,1 3 2,
2 2

   ⊥ = × × + =   
   

:   حساب                     

( ) ( )F E ⊥

( ) ( )2,3 1,1⊥

2 2   

( ) ( ) 1 52,3 1,1 2 1,2 1 2,
2 2

   ⊥ = × × + =   
   

:  نعتبرالتطبيق      المعرف بما يلي  -ب-3

:لنبين أن      تشاآل تقابلي   
من- و لكل :Fلدينا

ϕ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

: , ,

, , ,

F E

M x y M x y x y

ϕ

ϕ

× → ⊥

→ =

( )M x y( )' ' 'M x y

ϕ

: Fلدينا لكل               و                 من  

 

( ),M x y( ),M x y

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )' ', ' ', ' ', ' ', ' , ', ' , ' ', 'y yM x y M x y M xx xy xx xy x y x y M x y M x y
x x

ϕ ϕ ϕ ϕ    × = + = + = ⊥ = ⊥        



.و منه      تشاآل 

تقابلي-:لدينا- تشاآل أن بالتالي نستج

ϕ

( ) ( ) ( )( ) ( ); ! /x y E M x y F M x y x yϕ∀ ∈ ∃ ∈ =ϕ .نستج بالتالي أن    تشاآل تقابلي -:                                                                 لدينا -

:  بنية –ج -3

تبادلية- غير زمرة لدينا سبق ما .حسب

( ) ( ) ( )( ) ( ), ; ! , / , ,x y E M x y F M x y x yϕ∀ ∈ ∃ ∈ϕ

( ),E ⊥

( ),F × ي        ب ير  ر  ي             ز بق  .ب  

.تشاآل تقابلي  من           إلى                                و            لهما نفس البنية الجبرية :      و لدينا  -    

.و بالتالي               زمرة غير تبادلية

( ),F ×

ϕ( ),F ×( ),E ⊥( ),F ×( ),E ⊥

( ),E الواضح 177ملاحظة  ص ⊥ ر ر ز ي )و )
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الثان ن )ن4(الت )ن 4(التمرين الثاني



I  –  نعتبر في C المعادلة ذات المجهول z  : ( ) ( )( ) ( )2 2: 1 1 1 0E z i m z i m− − + − + .  1عدد عقدي يخالف m    حيث= ( ) ( )( ) ( )

) تحقق من أ ن مميز المعادلة –-  أ 1 )E       : هو ( )( ) 2

1 1i m∆ = + −    

المجموعة في حل - ب -Cالمعادلة( )E: ) المعادلة C  ب  حل في المجموعة )E : 

) لكي يكون جداء حلي المعادلة  m  حدد على الشكل الجبري قيمتي العدد العقدي–-  ج  )E 1يساوي .  

πأ 2  : 1-  نضع 1z im= 2zو     − m i= im ,  في حالة − e θ=و 
2
π θ π≺ .2z و1z , أآتب≻    على الشكل المثلثي

II  – المستوى العقدي ( )P منسوب إلى معلم متعامد ممنظم و مباشر ( )1 2
, ,O e e
JG JG

 .   ( )( )
1 و   m  التي ألحاقها على التوالي هي2M و1M و M   نعتبر النقط 1z im= 2zو   − m i= −  

.2M و1M و M بحيث تكون النقطM-  حدد مجموعة النقط1 ونو   مستقيمية ي ي2و1وب ي

' التي لحقها M' بالنقطة z لحقها M الذي يربط آل نقطة R-أ-  بين أن التحويل 2 1z iz=  هو دوران ينبغي تحديد لحق −
    و قياس لزاويته . Ωمرآزه

2 بين أن العدد العقدي – -  ب  1

2

z z
z m
−
−

)تخيلي صرف إذا وفقط إذا آان :        ) ( )Re Im 1m m+ =  

النقط عة ج تنتج آ النقطMج ن تك رةΩMMMبحيث تدا .2M و1M وM وΩ بحيث تكون النقط   M -  ج -  آستنتج مجموعة النقط     متداورة
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الثان التمرين حل التمرين الثانيحل



:لنتحقق  أن   -أ-1-

و                              :                      و بما أن :                                                   لدينا   -     ( )( ) ( )2 21 1 4 1i m i m∆ = − + + +  ( )21 2i i− = −( )21 2i i+ =

( )( ) 2

1 1i m∆ = + +  

:فإن     

:    المعادلة         Cلنحل في   -ب- 
( ) ( ) ( )( ) 222 2 22 1 2 4 4 2 4 2 2 1 1 1i m m m i i i mi m i i m i m∆ = − + + + + = − + = − = + −  

( )E
:  بآستعمال صيغة        نحصل على   -  ∆

( )( ) ( )( )
1

1 1 1 1
1

2
i m i m

z im
− + − + −

= = −
( )( ) ( )( )

2

1 1 1 1
2

i m i m
z m i

− + + + −
= = − و

:التي من أجلها                   mتحديد قيمة –ج -

1 22 2

1 2
1z z× =

c
):  لدينا - )2 2

1 2 1 1 1 1cz z i m m i
a

× = ⇔ = − + = ⇔ = − المفيد 53ص  35الواضح  أوخاصية   43ص40خاصية +

2 22 1 2 1; ; 2 1− ص+ الواضح42تطبيقات : فنحصل على النظمة:                 نضع- m x iy= +
( )

; ; 2 1
2 2

S

x y xy= = =
�������	������


الواضح 42تطبيقات ص
المفيد 52أو أمثلة ص 

   

                                                                       ( )

2 2 2 21 ; 2 ; 2 1
S

x y x y xy− = − + = =��������	�������


  2 1 2 1
2 2

m i− +
= +

2 1 2 1
2 2

m i
 − +

= − + 
  

أو:نستنتج أن 



 
2
zim e θ=

2
π θ π≺ ≺ الشكل المثلثي ل       و       في حالة             و   -2-

( ) θ          

1
z

):لدينا  )2 2 4 2 4 2 4 2 4

1
1 1 1 2cos

2 4
i i i i i

iz im ie e e e e e
π θ π θ π θ π θ πθ

θ θ π         − − − − − −         
          = − = − = + = + = − 

 

π θ π π θ π  0:و لدينا 2cos 0
2 2 4 2 2 4
π θ π π θ πθ π  ⇔ − ⇒ − 

 
≺ ≺ ≺ ≺ ;

:الشكل المثلثي ل     هو 1
z

1 2cos cos s
2 4 2 4 2 4

z i inθ π θ π θ π      = − − + −            

( ) θ             ( )2 4 2 4 2 4 2 42
2

2cos
2 4

i i i iiiz m i e e e e e e
θ π θ π θ π θ ππ

θ θ π       − + − + −−        
        = − = + = + = + 

 
:و لدينا

2cos:لدينا 0π π θ π θ πθ π π  ⇔ + ⇒ + ≺ ≺ ≺ ≺ ≺ 2cos:و لدينا  0
2 2 2 4 2 4

θ π π⇔ + ⇒ + 
 

≺ ≺ ≺ ≺ ≺

θ θ θ       :الشكل المثلثي ل     هو 2
z2

3 3 32cos cos sin
4 2 4 2 4 2

z iπ θ π θ π θ      = − + + +            
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II-1-   تحديد مجموعة النقط             بحيث تكون            و            و               مستقيمية( )M m( )1 1M z ( )M m( )2 2M z

( ) ( ) ( ); ;M z M z M m1مستقيمية
z mi m im IR IR−

+ − ∈ ⇐ ∈ ):لدينا ) ( ) ( )2 2 1 1; ;M z M z M mي ي
2
z m−

)بوضع ) ( ){ }2/ , 1,0m x iy x y IR= + ∈ )نجد− )i x iy i x iy IR+ + − + ∈1 0y x+ − =

من محروم المعادلة ذو المستقيم ه النقط مجموعة بالتال 1و 0y x+ − =( )1 0M

:لدينا

1و بالتالي مجموعة النقط هي المستقيم ذو المعادلة                     محروم من                                   0y x+ − =( )0 1,0M

):  لنبين أن -أ-2 ) ( )
:

' ' / ' 1
R P P
M Z M z z iz

→

→ = .دوران−

 1  دوران مرآزه                    أي                  و قياس زاويته                            Rلدينا             و                   1i− =1i− ≠
( )
1

1 i
 

Ω − − 

1
2 2

i Ω − 
 

( ) [ ]arg 2
2

i π π− ≡ −
المفيد 59خلاصة ص 

1iأ i 2:لدينالنبين أن-ب-2 1

2

1 1z z m i im im m i
z m m i m
− − − +

= = + − −
− − −

( ) ( ) 2 1Re Im 1 z zm m iIR−
+ = ⇔ ∈ 2 11 1 z zim m i im m i iIR−

+ − − = − − − − ⇔ ∈

( ) ( ) 2 1

2

Re Im 1 z zm m iIR
z m
−

+ = ⇔ ∈
−

( ) ( )
2

Re Im 1m m iIR
z m

+ = ⇔ ∈
−

.   مجموعةالنقط              بحيث تكون                       متداورة -ج-2 ( )M m
2 1
; ; ;M M M Ω

2

1 1im m i im m i iIR
z m

+ − − = − − − − ⇔ ∈
−

( ) 1R M M( )ζ المثلث             ثائم الزاوية في             توجد دائرة وحيدة       مارة من:                                              لدينا
        النقط                 قطرها                    النقط                       متداورة                           المثلث              

ف ة ا ال قا

( ) 1 1 1R M M z im= ⇐ = −
1

MMΩΩ
1
; ;M M Ω[ ]1MM2 1

; ; ;M M M Ω
( )ζ

( )2M ζ∈2 1
M M M

Mz z−( ) ( )R I 1( ) ( ){ }2/ قائم الزاوية في                                                                     وبوضع

نجد أن مجموعة النقط  هي المستقيم دو المعادلة                     محروم من النقطة       

2
M2 1

2

z z iIR
z m

∈
−

( ) ( )Re Im 1m m+ =( ) ( ){ }2/ , 1,0m x iy x y IR= + ∈ −

1 0x y+ − =( )0 1,0M



الثالث )ن3(التمرين )ن 3(التمرين الثالث



2نضع :   *IN  من n لكل 3 6 1n n n

n
a = + + −   

n- أ - تحقق أن  1
a   عدد زوجي لكل n منIN*  

]التي يكون من أجلها :    n    -  ب-  حدد قيم  ]0 3na ≡ 

: p- ليكن2 3pعددا أوليا بحيث ; ن يpي ب ي pو

]  -  أ-  بين أن :    ]12 1p p− ]  و    ≡ ]13 1p p− ]    و   ≡ ]16 1p p− ≡    

ن أ بين aيقسمpب بين أ ن  يقسمp -  ب-
2p

a
−

.  

  يوجد عدد صحيح طبيعي غير q -  ج -  بين  أنه لكل عدد صحيح طبيعي أولي 
aبحيثnمنعدم q q∧ =. ي  nم na  ب q q∧.                           

cherifalix@yahoo.fr 



الثالث التمرين حل التمرين الثالث حل



.عدد زوجي        *INمن  nلنتحقق من أن لكل  -أ -1-

ز:لدينا عدد نه [ ] [ ] [ ] [ ]*: 2 3 6 1 0 2 2 0 2 ;6 0 2 ;3 1 2n n nn IN∀ ∈ + + ≡ ⇐ ≡ ≡ ≡a

na المفيد 93ص 3خاصيات 

.و منه       عدد زوجي :                                                                                           لدينا 

:التيمن أجلها                   nقيم –ب -

[ ] [ ] [ ] [ ]
2 1

*: 2 3 6 1 0 2 2 0 2 ;6 0 2 ;3 1 2n IN∀ ∈ + + − ≡ ⇐ ≡ ≡ ≡������	�����
 �����	����
na

[ ]0 3na ≡

و                                                                        :                            لدينا 

أن2و1من زوجي:نستنتج عدد وبالتالي

[ ] [ ]
1

6 0 3 ;3 0 3≡ ≡���	��
( ) [ ] [ ]
2

*;2 1 3 2 1 3nnn IN∀ ∈ ≡ − ⇐ ≡ −�������	������


( ) [ ]2 3 6 1 1 1 0 3nn n n+ + − ≡ − − ≡[ ]0 3n a⇔ ≡

 المفيد 93ص 3خاصيات 
.  وبالتالي                        عدد زوجي:                                              نستنتج  أن2و1من 

 
:  لنبين أن –أ  -2-

( ) [ ]
3

2 3 6 1 1 1 0 3+ + ≡ ≡������	�����
[ ]0 3nn a⇔ ≡

[ ] [ ] [ ]1 1 16 1 ; 3 1 ; 2 1p p pp p p− − −≡ ≡ ≡

          3عدد أولي أآبر قطعا من  p: لدينا  

                

6 1 ; 3 1 ; 2 1p p p∧ = ∧ = ∧ =

[ ] [ ] [ ]1 1 16 1 ; 3 1 ; 2 1p p pp p p− − −≡ ≡ فيرما≡ مبرهنة ملاحظة(حسب أنظر

”المفيد“ 101ص 14مبرهنة  

:لنبين أن  -ب-

[ ] [ ] [ ]6 1 ; 3 1 ; 2 1p p p≡ ≡ ير ≡ بر  ر (ب 
)المفيد 102ص15تابعة لمبرهنة

2
/ pp a

−

:نستنتج أن  -أ-2-و بآستعمال السؤال :                                                                                  لدينا 

: و منه                   و بالتالي                                                             
ل أ ط ل ل أ طل

1 1 1 2 2 2

2 2
6 3.2 2.3 6 6 2 3 6 1p p p p p p

p pa a− − − − − −

− −
= + + − ⇐ = + + −

[ ]2
6 3.1 2.1 1 6 0pa p

−
≡ + + − ≡

2
/ 6 pp a

−2
/ pp a

6  لأن− 1p ∧ المفيد 101ص  6خاصية =

بحيث                   nيوجد عدد صحيح طبيعي غير منعدمqلنبين أن لكل عدد صحيح طبيعي أولي  -ج-

  q=2          أ-1-حسب-   

na q q∧ =

*: 2 2 *: 2 /n nn IN a n IN a∀ ∈ ∧ = ⇐∀ ∈



q=3                                                                     

-ب-2-حسب السؤال                                           

2 : 3 3 2 :3/n nn IN a n IN a∀ ∈ ∧ = ⇐∀ ∈

2
2 / 3qn q q a q

−
= − ⇐ ⇐ ;q
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)ن10(مسألة )ن10(مسألة 
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] المعرفة  على المجال x  للمتغيرالحقيقي nf نعتبر الدالة العددية   بما يلي :  ∞+,0]

( ) ( )( )1 0nf A ;( )0 0fكن )ل )Cللدالة ثل ال ن ن )فfال )O i j
G G

( ) ( )( )1 ; 0nf x x n x x= − A )و   ; )0 0nf )ليكن = )nCالمنحنى الممثل للدالة nf في م.م.م ( ); ,O i j.

  : الجزء الأول

nx . ( يمكن وضع0 متصلة على اليمين في nf-أ- بين أن الدالة 1 t=  ( 

. 0على اليمين في nf  - ب- أدرس قابلية آشتقاق الدالة 

   - ج - حدد النهايات :
( ) ( ) ( ) ( )2 1

2 1; ; ;
x x x x

f x f x
im im f x im im f x

x x→+∞ →+∞ →+∞ →+∞
A A A A.  

1-أ- أدرس تغيرات الدالة  2
f .

2  -ب- أدرس تغيرات الدالة 
f . 

)-أ- أدرس الوضع النسبي للمنحنيين 3 )1C و  ( )2C .

المنحنيين- أنشئ )ب- )Cو( )Cأن نقبل )( )1,1Aللمنحنى آنعطاف )نقطة )Cنأخد ) (2i j cm= =
G G

( يين ئ  )ب )1Cو  ( )2C ن بل  )( )1,1Aى    ( )2C  ) (2i j cm( 



: الثاني : الجزء الجزء الثاني

[ المعرفة  على المجال x  للمتغيرالحقيقي F نعتبر الدالة العددية  )  بما يلي :  ∞−0,[ ) ( )1
1

2 .
1xe
f t

F x dt
t

= ∫
+

  
e

[ قابلة للإشتقاق على المجالF-أ-  بين أن الدالة 1 )  وأن :    ∞−0,[ ) ( ) ( ) 2

2

1
0 ; '

1

x

x

x e
x F x

e
−

∀ =
+

≺  

[على المجال Fب-  آ ستنتج منحنى تغيرات الدالة  - ],0−∞ . 

أن2 ن )أ ) ( ) ( ) ( )
1 11 10 f t dt F f t dt∀ ≤ ≤∫ ∫≺ 2            : )   - أ- بين أن ) ( ) ( ) ( )1 120 ;

2 1x xx
e e

x f t dt F x f t dt
e

∀ ≤ ≤∫ ∫
+

≺ 

الدالةب أن )تحقق )2 3 n x
x x  
→  

A
للدالة أصلية دالة المجالfه [عل [0 +∞  تحقق أن الدالة– - ب

4 2
x x→ − 

 
1هي دالة أصلية للدالة

fعلى المجال  ] [0,+∞ .  

)    بين أن :    –-  ج  )
1

1
3
4xx

im f t dt
→−∞

=∫A  
4xx e→−∞

3.  بين أن :  ∞− إلى xعندما يؤول A تقبل نهاية منتهية  F-  نفترض أن الدالة3 3
8 4
≤ ≤A   
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الثالث ز :ال  الجزء الثالث

) نضع :      nلكل عدد صحيح طبيعي غير منعدم )
1

.
e

n nu f x dx= ∫  
1

)-  أ-  بين أن :     1 )1 : 0nn u∀ ≥ ≥  
)   -  ب -   حدد إشارة   ) ( )1n nf x f x+ ]على المجال − ]1,e  

أ :   –  -  ج ) بين أن ) 11 : n nn u u+∀ ≥ ≤ 
)  -  د -   آستنتج أن المتتالية ) 1n nu  متقاربة .  ≤

أ 1أ 1n +   2  –  : ) أ-  بين أن ) 1
1 11 :
2 2n n
nn u u+
+

∀ ≥ = − +  

)     -   ب -  آستنتج بالسنتمتر المربع )2cm مساحة حيز المستوى المحصور بين المنحنيين ( )1Cو ( )2C   

1x  و المستقيمين اللذين معادلتيهما على التوالي x و = e=  .

) أ-  بين أن :     –  3 ) 1 12 :
1 1nn u

n n
∀ ≥ ≤ ≤

+ −
-أ-. )  2-ج-  ,  1-أ ,  -1  (  يمكنك آستعمال الأسئلة -

1 1n n+
nn   -  ب-   حدد 

im u
→+∞
A و  nn

im nu
→+∞
A  .
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4   -a1عدد حقيقي مخالف للعددu . 1ي

)نعتبر المتتالية ) 1n nv 1v المعرفة بما يلي  :   ≤ a=1  و
1 1 ; 1
2 2n n
nv v n+
+

= − + ≥  . 

: نضع منعدم غير طبيعي صحيح عدد لكل dو v u= −  : ع م  ير  ي  بي يح  ل   n و  n nd v u 

)-أ-  بين أن :      ) 11
!1 : .

2n n
nn d d−∀ ≥ =  

أن iن dA :   –-  ب  nn بين أن
im d
→+∞

= +∞A 

) آستنتج أن المتتالية –-ج  ) 1n nv متباعدة .  ≤
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المسألة حل المسألةحل



    . 0على اليمين في      nf-أ-  آتصال  1

  : nt نضع x=         : فنحصل على( ) ( )( ) ( )( ) ( )
0 0 0

1 0 0n nn
n n

x t t
im f x im t nt n t im t nt n t f

+ + +→ → →
= − = − = =A A A A A     

0 0 0x t t→ → →

   . 0متصلة  يمين في nf و منه      
  . 0يمين  nf-  ب-   آشتقاق الدالة 

( ) ( ) ) لدينا :   ) ( ) ( )( )
0 0

0
1 nn n

x x

f x f
im im n x

x+ +→ →

−
= − = +∞A A A  إذن nf 0غير قابلة للإشتقاق يمين   .   

ات ا الن )اب ) ( ) ( ) ( )2 1; ; ;
f x f x

i i f i i fA A A A : )-ج-   حساب النهايات ) ( ) ( ) ( )2 1
2 1; ; ;

x x x x
im im f x im im f x

x x→+∞ →+∞ →+∞ →+∞
A A A A.   

    : )   لدينا ) ( )( )1 1
x x
im f x im x n x
→+∞ →+∞

= − = −∞A A A     و( ) ( )( )1 1
x x

f x
im im n x

x→+∞ →+∞
= − = −∞A A A    

x x→+∞ →+∞x xx→+∞ →+∞

                  ( ) ( )( )2
2 1

x x
im f x im x n x
→+∞ →+∞

= − = +∞A A A   و( ) ( )( )22 1
x x

f x
im im n x

x→+∞ →+∞
= − = +∞A A A    

ات2 تغ fأ      1f أ-  تغيرات –  2

[ قابلة للإشتقاق على 1fلدينا       [ بحيث :    ∞+,0] [( ) ( ) ( ) ( )'
10, ; 1 1x f x n x n x∀ ∈ +∞ = − − = −A A    

تغيرات جدول إذن 1fنستنتج

1f

x +∞0 1
0'

1f +
1

∞0

1fنستنتج إذن  جدول تغيرات 

1 −∞0
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[ قابلة للإشتقاق على 2f ب-   لدينا –    بحيث : ∞+,0]

] [( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2'
2

10, ; 1 2 1 1 1x f x n x x n x n x n x
x

∀ ∈ +∞ = − − × − = − +A A A A  

'
2f

0 e1e−

0 0
+∞

++ −

x
    2fنستنتج إذن  جدول تغيرات 

  
x
2f

2f
0

+∞

0

14e−
  
  
  

أ

0

)-أ- الوضع النسبي للمنحنيين3- )1Cو  ( )2C .
                        : [   لدينا [( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 20, : 1x f x f x x n x n x∀ ∈ +∞ − = −A A  

النسب الوضع

النسبي الوضع

( ) ( )1 2f x f x−

x 0
0

1 e +∞
0 0+− −

قف قفقف C CCC C C

الوضع النسبي 
  
  

بي ع  و قفو قفوقفو 2C 2C2C1C 1C 1C   
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)التمثيل المبياني  لمنحنيين               و   –ب -3- )1C( )2C

15

( )2C

10

5

0
e1

‐5

0 2 4 6 8 10 12e1

e
‐10

‐15

( )1C



  
: الثاني : الجزء  الجزء الثاني

[ المعرفة  على المجال x  للمتغيرالحقيقي F -  نعتبر الدالة العددية  1 )  بما يلي :  ∞−0,[ ) ( )1
1

2 .
1xe
f t

F x dt
t

= ∫
+  

[ قابلة للإشتقاق على المجالFأ-  لنبين أن :  الدالة  - )  وأن :    ∞−0,[ ) ( ) ( ) 2

2

1
0 ; '

1

x

x

x e
x F x

e
−

∀ =
+

≺ 

( )f t
)لدينا :   )1

21
f t

t
t

→
+

] متصلة على  xx و الدالة ∞+,0] e→قابلة للإشتقاق على ] [   و ∞−0,] [( ) [ [,0 0,e −∞ ⊂ +∞  

[ قابلة للإشتقاق على المجالFإذن الدالة     بحيث :  ∞−0,[

] [( ) ( ) ( ) ( ) 2
1

2 2 2

1 ( ) 1( ),0 : '
1 1 1

x x xx
x x

x x x

e n e x ef ex F x e e
e e e

− −
∀ ∈ −∞ = − = − =

+ + +

A
  

الدالة- تغيرات المجالFب- [على ]0−∞: [على المجالFب تغيرات الدالة ],0∞  :   

[لدينا :   [( ) ( ),0 : 1 0x x∀ ∈ −∞ − [  و     ≻ [( )
2

2,0 : 0
1

x

x
ex
e

∀ ∈ −∞
+

;       ⇐      ] [( ) ( ),0 : ' 0x F x∀ ∈ −∞ ≺  

[  تناقصية على المجال  Fإذن الدالة ],0−∞    .



-2: أن لنبين أ- -( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1
1 10 ;x f t dt F x f t dt∀ ≤ ≤∫ ∫≺ 2    : )  أ لنبين  أن ) ( ) ( ) ( )1 120 ;
2 1x xx
e e

x f t dt F x f t dt
e

∀ ≤ ≤∫ ∫
+

≺
    

)  لدينا   )0 : 0 1xx e∀ ≺ ≺ ≺        ( ) 2 2,1 :0 1 1 2x xt e e t ∀ ∈ + ≤ + ≤  ≺     ( ) ( )1,1 : 0xt e f t ∀ ∈ ≥ 
  

; من   ) نستنتج أ ن :                 ;  ) ( ) ( ) ( )1 1 12 2
1 1 1,1 :
2 1 1

x
xt e f t f t f t

t e
 ∀ ∈ ≤ ≤  + +

     

   : )ومنه  ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1 1 12 2
1 1 1,1 :
2 1 1x x x

x
x

e e e
t e f t dt f t dt f t dt

t e
 ∀ ∈ ≤ ≤∫ ∫ ∫  + +

    

1 11 1    : )و بالتالي ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 12
1 10 ;
2 1x xx
e e

x f t dt F x f t dt
e

∀ ≤ ≤∫ ∫
+

≺
      

( )3 n x A
)ب-  لنتحقق أن الدالة  - )2 3

4 2
n x

x x  
→ − 

 

A
1هي دالة أصلية للدالة 
fعلى المجال  ] [0,+∞ .  

( ) '
  A

لدينا :                      ] [( ) ( ) ( )2
1

3,0 :
4 2

n x
x x f x

  
∀ ∈ −∞ − =  

  

A
     



)  -ج-   لنبين أن :     )
1

1
3
4xx e

im f t dt
→−∞

=∫A
 

- )-ب :2لدينا   حسب س ) ( ) 11
2 2

1
3 3 3
4 2 4 4 2x x

x

e e

n t xf t dt t e
    = − = − −∫        

A
23 ومنه  3 3

4 4 2 4
x

x

xim e
→−∞

 − − = 
 

A  

3.  لنبين أن :  ∞− إلى xعندما يؤول A تقبل نهاية منتهية  F-  نفترض أن الدالة3 3
8 4
≤ ≤A

 

1 11 13 3 )  من خلال التأطير ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 12
1 10 ;
2 1x xx
e e

x f t dt F x f t dt
e

∀ ≤ ≤∫ ∫
+

3-  ب  نستنتج أن :  2و س-≻ 3
8 4
≤ ≤A    

: الثالث : الجزء  جزء 

) نضع :      nلكل عدد صحيح طبيعي غير منعدم )
1

.
e

n nu f x dx= ∫  

)-  أ-  لنبين أن :     1 )1 : 0nn u∀ ≥ ≥
 

)لدينا   :    ) ( ) ( ) ( ) [ ]( ) ( )
1

* : 0 * : 0 * 1, : 0n n nn IN u n IN f x dx n IN x e f x∀ ∈ ≥ ⇐ ∀ ∈ ≥ ⇐ ∀ ∈ ∀ ∈ ≥∫  
e

)-  ب -   لنحدد إشارة   ) ( )1n nf x f x+ ]على المجال − ]1,e  

) لدينا :   ) ( ) ( ) ( )( )1 1n nf x f x x n x n x+ − =− −A A   و [ ]( ) ( ) ( ) ( )( )1, : 0 ;0 1 ;0 1 nx e n x n x n x∀ ∈ ≤ ≤ − ≤ −A A A  ( ) ( ) ( ) ( )( )1n nf f+و[ ]( ) ( ) ( ) ( )( )
*

, ; ;
��������	�������


]ومنه :            ]( ) ( ) ( )11, : 0n nx e f x f x+∀ ∈ − ≤   



]-ج-  لدينا حسب السؤال السابق :   ]( ) ( ) ( )11, : n nx e f x f x+∀ ∈ ≤ ( ) ( )1
1 1

e e

n nf x dx f x dx+ ≤ ⇐∫ ∫  ( ) 11 : n nn u u+∀ ≥ ≤ ⇐  

) تقار ب المتتالية  –-د  ) 1n nu ≥ 

   ج-   إذن فهي متقاربة  . – و تناقصية  حسب 0 مصغورة ب nu  لدينا 

)-  أ-  لنبين أن :   2- ) 1
1 11 :
2 2n n
nn u u+
+

∀ ≥ = − +  

( ) ( )( ) 1e e n+لأ آ  : )     لدينا ) ( )( ) 1
1 1

1 1
1 n

n nu f x dx x n x dx+
+ += = −∫ ∫ A  :   و بآستعمال المكاملة بالأجزاء نجد

( ) ( )
2

'x( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 11
' 1 1

n
nn x +−A

A ( ) ( )
1

'
2
xu x u x x= ⇐ =

�����	����

) و      ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2

' 1 1v x n v x n x
x

= − + ⇐ = −A
����������	���������


 

2 e
 

)ومنه :     )( ) ( )( ) ( )( )
2

1 1
1

1 11

1 1 11 1 1 .
2 2 2 2

e
e en n n

n n
x n nu x n x dx n x x n x dx u+ +

+
  + +

= − = − + − = − +∫ ∫ 
 

A A A  

نحنيين ال بين ر ح ال ى ت ال حيز احة )ب )C( )Cال الت عل ا ادلتيه اللذين ين تقي 1xxال e )-ب-  مساحة حيز المستوى المحصور بين المنحنيين )1Cو( )2C 1  و المستقيمين اللذين معادلتيهما على التواليx x و= e= .  

)لدينا :      ) ( ) 2 2 2
2 1

1

14 4 2
2

e
S f x f x dx cm cm cm= − × = ×        -أ-2حسب         ∫=

) أ-  لنبين أن :     –  3 ) 1 12 :
1 1nn u

n n
∀ ≥ ≤ ≤

+ −                                cherifalix@yahoo.fr 



)لدينا :                          ) ( )
( ) ( )

11 1 21 12 :
1 1 1 1

n n
n n

n u un u u
n n n n

++ −
∀ ≥ − = = ⇒ ≤

+ + + +�����������	����������

 nu -أ-  وإشارة 2بآستعمال             

1
	

)و      ) ( )1 1
12 : 2 1 2 1 1 2 1

1n n n n n n nn u u u u n u u u
n+ +∀ ≥ ≤ ⇒ + ≤ + ⇒ + ≤ + ⇒ ≤
−���������������	��������������


  -أ2ج-  و-1بآستعمال -   

2
	

)    نستنتج أن :  2 و 1من  ) 1 12 :
1 1nn u

n n
∀ ≥ ≤ ≤

+ −
   

4   -a 1عدد حقيقي مخالف للعددu نعتبر المتتالية .( ) 1n nv 1v المعرفة بما يلي  :   ≤ a=1  و
1 1 ; 1
2 2n n
nv v n+
+

= − + ≥ .   

  : n و لكل عدد صحيح طبيعي غير منعدم نضع n nd v u= −  

)-أ-  لنبين أن :      ) 11
!1 : .

2n n
nn d d−∀ ≥ =

 

ل أ ا ل ةإ!1ال ا ال : من أجل 1n بالترجع لدينا =  :       1 1 11 1
1!

2
d d d−= .    إدن =   العبارة صحيحة

  : 11 أي :   ≤1n    نفترض أن العبارة صحيحة من أجل
!

2n n
nd d−=   12n

)   لدينا :         ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 !
2 2 2n n n n n n n
n n n

d v u v u d d+ + +
+ + +

= − = − = =  

)                  و بالتالي :   ) 11
!1 :

2n n
nn d d−∀ ≥ =   
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أ :   –-  ب  nn لبين أن
im d
→+∞

=+∞A 

)لدينا :        ) 1
11

! 11 : n
n

dn nn d d + +
∀ ≥ = ⇒ )و       = ) 13 : 2nn +

∀ ≥ )ي ≤ ) 11

1

22n n
nd

−
�������	������


)و )
2

2����	���


أن12ن تنت )ن ) 313 2 2nnd d d−+∀ ≥ ≥ iنه≤ dA : 2 و1من  ) نستنتج أن ) 31
33 : 2 2 .nn

n
n

n d d
d
+∀ ≥ ≥ ⇒ ≥    : nnو منه

im d
→+∞

=+∞A

) لنستنتج أن المتتالية –-ج  ) 1n nv   متباعدة . ≤
: 0664865556GSM

)  إدا آانت ) 1n nv )متقاربة  و لدينا ≤ ) 1n nu )متقاربة فإن ≤ )ndستكون متقاربة و هدا تناقض و بالتالي( ) 1n nv    متباعدة . ≤
  

: 0664865556GSM
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