

�� إ��
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  :�1)��& ر-, 

�+��� ا�)��	��� ( )n n
U

∈ℕ
:  ا�)+�$� �)	 ��� 

0

n 1 n

U 2

U 6 U n+

=


= + ∀ ∈ ℕ
.   

nn:    ــ ��& أن 1 ;0 U 3∀ ∈ < <ℕ.   

) ــ ���& 2 )n n
V

∈ℕ
n:  ا�)��	��� ا�+6د�� ا�)+�$� ��4 ا�3�%  nn ;V 3 U∀ ∈ = −ℕ.   

:     أ ــ ��& أن 
n 1 n

1
n ;0 V V

3
+∀ ∈ < <ℕ.   

:     ب ــ ا!�8�7 أن 
n

n

1
n ; V

3

 ∀ ∈ <  
 

ℕ.   

n:     ج ــ أ;�: 
n
lim V
→+∞

)  ، (, ا!�8�7 أن  )n n
U

∈ℕ
 	>��	>�  . ��@	ر��  و أ;�: 

��1
�� ا��)��& ر-, :  

)ا��������  )n n
U

∈ℕ
 	

� ا��� �����  :

0

n 1 n

U 2

U 6 U n+

=


= + ∀ ∈ ℕ
.   

:  ــ �
��ه�ن أن 1
n

n ;0 U 3∀ ∈ < <ℕ �����������	 ا���ه�ن � .  

 **     �!"#�
0

0 U 2 3< = ��� )ول %#   ( >!���,+� ا����رة 
0

U. (   

 **     .
��n∈ℕ:   
       ���0ض أن 

n
0 U 3< :   �!��. أن >

n 1
0 U 3+< <.   

 �!"#�        :
n

0 U 3<  إذن >
n

6 6 U 9< + n6 و�!3 > 6 U 9< + < 4������ و 
n 1

6 U 3+< ��!�5 ان >� 
n 1

0 U 3+< <.  

�� �6ن  ������9 ا�87#7ل % 4������:  و 
n

n ;0 U 3∀ ∈ < <ℕ.   


.  ــ 2��( )n n
V

∈ℕ
 	
:  ا�������� ا��#د"� ا������ �
� ا��

n n
n ;V 3 U∀ ∈ = −ℕ  

:    أ ــ �!��. أن 
n 1 n

1
n ;0 V V

3
+∀ ∈ < <ℕ.  
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  **        �!"#� :

n 1 n 1
V 3 U+ +=  و ��
> أن −

n 1
U 3+  إذن >

n 1
0 V +<.   

 **        �!"#�                                           ( ) ( )n 1 n n 1 n

1 1
V V 3 U 3 U

3 3
+ +− = − − −   

                                    n n
n 1 n

U U
3 U 1 2 6 U

3 3
+= − − + = − + +  

                                                                 n n6 U 3 6 U

3

+ − +
=  

                             
( ) ( )

( )
n n n n

n n

6 U 3 6 U 6 U 3 6 U

3 6 U 3 6 U

+ − + + + +
=

+ + +
  

                                                        
( ) ( )

( )
22

n n

n n

6 U 3 6 U

3 6 U 3 6 U

+ − +
=

+ + +
  

                                                 
( )

( )
2

n n n

n n

36 12U U 9 6 U

3 6 U 3 6 U

+ + − +
=

+ + +
  

          ( ) ( )
2 2

n n n n n

n n n n

36 12U U 54 9U U 3U 18

3 6 U 3 6 U 3 6 U 3 6 U

+ + − − + −= =
+ + + + + +
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( ) ( )

( )
n n

n n

U 3 U 6
0

3 6 U 3 6 U

− +
= <

+ + +
nn)ن           ;0 U 3∀ ∈ < <ℕ   

 4������n:  و 1 n

1
n ;0 V V

3
+∀ ∈ < <ℕ.   

ب ــ �!��!�5 أن 
n

n

1
n ; V

3

 ∀ ∈ <  
 

ℕ.   

 �!"#�         :n 1 n

1
n ;0 V V

3
+∀ ∈ < <ℕ ?����9 ا��@ال ا�%    

n:           و�!3  n 1

1
0 V V

3
−< n   و   > 1 n 2

1
0 V V

3
− −< 2و  ............................   و > 1

1
0 V V

3
< 1 و > 0

1
0 V V

3
< <.   


�� �Aب ���!�5 أن ���        :n n 1 2 1 n 1 n 2 1 0

1 1 1 1
0 V V ..... V V V V ...... V V

3 3 3 3
− − −< × × × × < × × × ×  

 �
� 	B+!� ل=�C�  <D       :n 0

1 1 1 1
0 V ...... V

3 3 3 3
< < × × ×  و�!3 ×

n

n 0

1
0 V V

3

 < <  
 

���: ���4  و 
n

n

1
0 V

3

 < <  
 

0V )ن  1=.   

��� أن ** ج ــ  :
n

n

1
0 V

3

 < <  
 

  و 
n

n

1
lim 0

3→+∞

  = 
 

 )ن 
1

0 1
3

< <.   

n:       �6ن 
n
lim V 0
→+∞

=.   

 **       �!"#� :
( ) ( ) ( ) ( )2

n n n n n nn n
n 1 n n n

n n n n n n

6 U U 6 U U U 2 U 36 U U
U U 6 U U 0

6 U U 6 U U 6 U U
+

+ − + + + −+ −
− = + − = = = − >

+ + + + + +
   

n0                 )ن  U 3< <  

)       و�!3  )n n
U

∈ℕ
) إذن G 3=ا"#"� و �
�Fرة ����#د  )n n

U
∈ℕ

 ��  . ���Iر

 **       �!"#�n nn ;V 3 U∀ ∈ = −ℕ إذن  n nn ;U 3 V∀ ∈ = −ℕ  أن <
n و��
n
lim V 0
→+∞

n إذن =
n
lim U 3
→+∞

=.   
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):                       ــ �+��� $� ��)��� ا6�Aاد ا�+@��6 ا�)+	د�� ا��	��� 1 ) 3 2E : z 12z 48z 128 0− + − =  

) ;3 ��)+	د�� 8      أ ــ �
@B أن ا�+6د  )E.   


�D ���ن γ و β وαــ ;6د ا6�Aاد ا�+@��6     ب �  :( ) ( )3 2 2: z 12z 48z 128 z 8 z z− + − = − α + β + γ z∀ ∈ℂ.   

)    ج ــ ;3 ا�)+	د��  )E.   

)إ�� ,�+� 4�+	�G8(� 6, و ��	�F )��8ب  ــ $� ا�)���ى ا�+@6ي ا�2 )1 2O,e ,e
� �

.   

 H@8ا� ���+�     A و B و C ا�� ه���4 ا��� 	>-	
a:    ا��� أ� 2 2i 3= b     و    − 2 2i 3= c    و    + 8=.    
�� ��+6د ��   .C و B و A  (, أ�%J ا�a H@8   أ ــ ;6د ا�%�3 ا�)

�� ��+6د ا�+@6ي    ب ــ ��;6د ا�%�3 ا�)
a c

q
b c

−=
−

 D��   .) ABC, ا!�8���K 7+� ا�(

��2
�� ا��)��& ر-, :  
3:            ــ أ ــ �#"!� 1 28 12 8 48 8 128 512 768 384 128 896 896 0− × + × − = − + − = − =  

���د�� 8 إذن ا��#د          � 	% ( )E.   

):  ــ �#"!�     ب ) ( )2 3 2 2z 8 z z z z z 8 z 8 z 8− α + β + γ = α + β + γ − α − β − γ  

         ( ) ( )3 2z 8 z 8 z 8= α + β − α + γ − β − γ  

):  و ��� أن           ) ( )3 2 2z 12z 48z 128 z 8 z z− + − = − α + β + γ 6ن�             :

1

8 12

8 48

8 128

α =
β − α = −
γ − β =
− γ = −

  )����Lت ا�+#ود ����و"�  ( 
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          و�!3 

1

8 12

8 48

128
16

8

α =
β − = −
γ − β =
 −γ = =
 −

������4    و 

1

12 8 4

16 8 48

128
16

8

α =
β = − + = −
 − β =
 −γ = =
 −

  إذن 

1

4

16

α =
β = −
 γ =

   

):           و�!3  ) ( )3 2 2z 12z 48z 128 z 8 z 4z 16− + − = − − +.   

) :   ج ــ �#"!�  ) ( )3 2 2z 12z 48z 128 0 z 8 z 4z 16 0− + − = ⇔ − − + =   

                 z 8 0− 2z   أو  = 4z 16 0− + =   
2z: د�� �!+	 ا����       **  4z 16 0− + =.   

             ( ) ( ) ( )2 22
4 4 1 16 16 64 48 4 3 4i 3∆ = − − × × = − = − = − =  


�0. ه��   �C� .�
% 	�IG 1    : ا����د��

4 4i 3
z 2 2i 3

2

+= = 2      و       +

4 4i 3
z 2 2i 3

2

−= = −  

)       إذن %
Fل ا����د��  )E :   2 و 8ه4 ا)�#اد 2i 2 و +3 2i 3−      .   

)�4 ا����Fى ا��I#ي ا��!�Fب إ�� ��
> �����# ��!N> و ����M  ــ 2 )1 2O,e ,e
� �

.   

 QI!ا� �����     A و B و C 4ا�4 هFا�� �
� �RS�+ا��4 أ�    :a 2 2i 3= b     و    − 2 2i 3= c    و    + 8=.    
4 �
�#د T
Tا�� 	
   .a    أ ــ ا��

 �!"#�         :a 2 2i 3= −.   
   .a �!+#د ����ر ا��#د         **

             ( )22a 2 2 3 4 12 16 4= + − = + = = 
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   .�a!+#د ��#ة ا��#د         ** 

                                                                              
2 2i 3 1 i 3

a 2 2i 3 4 4
4 4 2 2

   
= − = − = −      

   
    

                   4 cos i sin 4 cos isin
3 3 3 3

 π π π π     = − = − + −      
      

  

a:                    و �!3  4,
3

π = − 
 

  

  
  
  
  

                                                                                                   2 3  
  
  
  
  
  

  
  

                                     8                                  4              2                      0  
  
  
  
  
  

                                                                                                               2 3−  
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4 �
�#د T
Tا�� 	
ب ــ �!+#د ا��
a c

q
b c

−=
−

.  

 �!"#�                                         :
a c 2 2i 3 8 6 2i 3 6 2i 3

q
b c 2 2i 3 8 6 2i 3 6 2i 3

− − − − − += = = =
− + − − + −

   

                         
( ) ( )
( ) ( )
6 2i 3 6 2i 3 36 12i 3 12i 3 12 24 24i 3 1 3

i
36 12 48 2 26 2i 3 6 2i 3

+ + + + − += = = = +
+− +

  

q     إذن  1,
3

π =  
 

 V
Tو�!3 ا�� ABC عLA(وي ا���� .  

  
  :�3)��& ر-, 

 �F	�� ,G8(� 6�	+�� ,�+� 4ء ا�)��8ب إ�	NOا� �$ ���+�( )O, i , j,k
�� �

 ,  H@8ا�( )A ) و 2,1,2 )B 3,0, ) و −2 )C 1, 1,1−   

)و ا�)���ى  )P  Q�د�	ي �+Rا�  :x y 3 0− + =.   

1 �S@8$� ا�	ــ أ ــ أ;�: �� ( )1,0,1Ω ى��ا�)� &� ( )P.   

 ���O�� ر���	د�� د��	7 أن �+�8�ب ــ ا!     ( )S 	آ*ه�� ��ا� ( )1,0,1Ω ى��!� ��)�	و ا�)) ( )P ه� :  

                                                  2 2 2x y z 2x 2z 6 0+ + − − − =  

AB ــ أ ــ أ;�: 2 AC∧
���� ����

 H@87 أن ا��8�ا! ,)  A و  B و C ��(�@��� ��U .  
7x:      ب ــ ��& أن  5y 3z 15 0− + − + ) ه� �+	د�� د��	ر��� ��)���ى = )ABC.         

) ــ أ ــ ��& أن ا�)�����& 3 )ABC و ( )P,�@��� B$ن و	+K	@�� ( )∆.   

)     ب ــ ;6د �)��V �	را����	 ��)��@�,  )∆.  
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��3
�� ا��)��& ر-, :  

) أ ــ                               ــ1 )( )
( )22

1 0 3 4
d , P 2 2

21 1

− +
Ω = = =

+ −
    

��� ان      ب ــ  �

)ا�0 )S آ=ه��� ( )1,0,1Ω ىF���
) و����8 � )P آ=ه��� �

) �6ن ا�0 )1,0,1Ω  

 �R���M و                       ( )( )R d , P 2 2= Ω =  

 �

)    و�!3 ���د�� ا�0 )S 4ه      :( ) ( ) ( ) ( )22 2 2
x 1 y 0 z 1 2 2− + − + − =   

2                                                و�!3  2 2x 2x 1 y z 2z 1 8− + + + − + =  

   4������2                                          و 2 2x y z 2x 2z 6 0+ + − − − =  

): �#"!�    **  ــ أ ــ2 )AB 1, 1, 4− −
����

) و  )AC 1, 2, 1− − −
����

.   

:    إذن               
1 4 1 4 1 1

AB AC i j k 7 i 5 j 3k
2 1 1 1 1 2

− − − −
∧ = − + = − + −

− − − − − −

� ����� ���� � � � �
  

)                 و�!3  )AB AC 7,5, 3∧ − −
���� ����

  

��� أن           ** AB AC 0∧ ≠
���� ���� �

AB �6ن ا�����RYن
����

AC و  
����

  QI!ن و�!3 ا������I��� ��Z  A و  B و C ����I��� ��Z .  

)     ب ــ ا����Fى    )ABC �[I!ا� .� ��"  A �RYو ا��� ( )AB AC 7,5, 3∧ − −
���� ����

 3�
� ���N!� .  

��Fى            إذن ���د�� ا��( )ABC 	
9 �
� ا���
G  :7x 5y 3z d 0− + − + =.   

 �[I!أن ا� ���)          و  )A ) G!��4 إ�� ا����Fى2,1,2 )ABC 7 : �6ن 2 5 1 3 2 d 0− × + × − × + =   

14                                          و�!3                                            5 6 d 0− + − + =     
d                                                                                     إذن   15=  

)           و�!3 ���د�� ا����Fى  )ABC7: 4  هx 5y 3z 15 0− + − + =  

3 �RYــ أ ــ �#"!� ا��� ( )n 1, 1,0−
�

 �
� ���N!� ( )P و ( )n ' 7,5, 3− −
�

 �
� ���N!� ( )ABC  

  
Chorfi_mouhsine@yahoo.fr  

  



  

:          و ��!� 
1 1

12 0
7 5

−
= ≠

−
)  إذن ا�����RYن  )n 1, 1,0−

�
) و  )n ' 7,5, 3− −

�
�������Iن� ��Z   

 .�"F��)        و�!3 ا�� )P و ( )ABC\�I��  <�I��)��ن و�? � )∆.                       

 �R�F� �RY�� و �[I� �ج إ���+� <�I����را���ي �� 	�T�G #"#+�� ب ــ    .  

         ** <�I��)��+#"# �G �[I!��4 إ�� ا�� )∆ .�"F��) �IG\� ا�� )P و ( )ABC 	
 : ا�[ي ���د���3 �
� ا��
7x 5y 3z 15 0

x y 3 0

− + − + =
 − + =
   

7x �4 ا����د���.              x�����S 4[ �ـ  5y 3z 15 0− + − + x  و = y 3 0− +   . و ��+V �. ا����FRY. ا_^�". =

�ـ              x��Fض  0 �
� 	B+� 
5y 3z 15 0

y 3 0

− + =
 − + =

  و�!3 
5 3 3z 15 0

y 3

× − + =
 =

 4!�" 
z 10

y 3

=
 =

.   

)            و�!3  )0,3,10 <�I��) إ%#ا��Dت �G �[I!��4 إ�� ا�� )∆.   

**          �R�F� �RY�� #"#+�� u
�

 <�I���
� ( )∆ .�"F��) �IG\� ا�� )P و ( )ABC   

 �a�               :
1 0 1 0 1 1

u n n' i j k 3 i 3 j 2k
5 3 7 3 7 5

− −
= ∧ = − + = + −

− − − −

� �� � � �� ��
  

 <�I���
)             و�!3 ا����T	 ا������4 � )∆ Fه 

x 3t

y 3 3t t

z 10 2t

=
 = + ∈
 = −

ℝ.   
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 &���f4�� �$�+(ا�6ا�� ا�+6د�� ا�  ℝ  ���	(آ :  ( )
x

x

3e 1
f x

e 1

−=
+

 .   

)  و  )fC3 ��6ا���) $� ا�)���ى ا�)��8ب إ�� ,�+� 4�+	��� ,G8(� 6	f �F  ا�)8
48 ا�)) )O, i , j
� �

 D�
� i 2cm=
�

.   

) ــ أ ــ ��& أن 1 ) ( )f x f x 2− + = , x∀ ∈ℝ .  7 أن�8�ا! ,)( )fC 3)	(� *3 ��آ�@� A Q���)6�6 زوج إ;6ا
� �X�8� .  

):      ب ــ أ;�:  )
x
lim f x
→+∞

) و  )
x
lim f x
→−∞

 )  Z[8\ و�(�xt e= (  , 7 أن�8�ا! ,)( )fC�6
� �X�8� &ر��	@�3 �@�  	<)��د�	6 �+.  

)     ج ــ أ;�:  )f ' x 3�� x ∈ℝ ,  ات ا�6ا�����X� 6ول` Z[ ,)f 	>O��+� *�; 4�� .  

) ــ أ ــ ;6د �+	د�� د��	ر��� ��))	س 2 )T ـ� ( )fC 	>���$أ ��ا� �S@80 $� ا�.  

):  �)	 ��� ℝ ا�)+�$� ��x 4 ا�6ا�� ا�+6د�� ��)���X ا�
@�@� ϕ     ب ــ ���&  ) ( ) ( )x f x x 1ϕ = − +.   

):           ��& أن  )
2

x

x

e 1
' x

e 1

 −ϕ = −  + 
   x∀ ∈ℝ  ات ا�6ا�����X� 7�8�!و ا  ϕ  	>ر�	Fأ;�: (   (, ;6د إ( )0ϕ. (   

)      ج ــ ا!�8�(� 7	 B�! ا��]Z ا����8 �ـ  )fC س	و ا�)) ( )T.   

)ـ أ�%J  ـ3  )fC و ( )T Qر��	و �@ .  

��4
�� ا��)��& ر-, :  

1 .
x ــ أ ــ    �� ∈ℝ ,  �!"#� :( ) ( )

x

x x x xx x

x x x x x

x x

3 3 e
1

3e 1 3e 1 3e 1 3e 1e ef x f x
1e 1 e 1 e 1 1 e e 1

1
e e

−

−

−−− − − −− + = + = + = +
+ + + + ++

  

                                                                    
x x x

x x x

3 e 3e 1 2e 2
2

1 e e 1 e 1

− − ++ = =
+ + +

   

��� أن              :( ) ( )f x f x 2− + =   x∀ ∈ℝ6ن�   : ( ) ( )f x 2 f x− = ) و �!3 − ) ( )f 2 0 x 2 1 f x× − = × −        

  )                                        	Dآ= ا������( ) ( )f 2a x 2b f x− = − (    

)            و �!3   )fC�[I!ا� 	�I" ( )A 0,1 	D���
   . آ��آ= �

)     ب ــ                     )
x

xx x t

3e 1 3t 1
lim f x lim lim 3

e 1 t 1→+∞ →+∞ →+∞

− −= = =
+ +

 )   �a�xt e= إذا آ�ن x → t �6ن ∞+ → +∞ (  
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                                ( )
x

xx x t 0

3e 1 3t 1
lim f x lim lim 1

e 1 t 1→−∞ →−∞ →

− −= = = −
+ +

 )  �a�xt e=إذا آ�ن  x → t �6ن ∞− 0→(   

  
��!�5 أن �              ( )fC 3ا)ول ���د�� .��Iأ� .���I" y	 ��Iر y و ا��T�4 ���د��3 ∞+ �FYار =3 1= �FYار − −∞.   

): �#"!�     ج ــ  )
x

x

3e 1
f x

e 1

−=
+

.   

  .
��  x ∈ℝ               :        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

' '' x x x xx

x 2
x

3e 1 e 1 3e 1 e 13e 1
f ' x

e 1 e 1

− + − − + −= = +  +
    

                                    
( ) ( )

( ) ( ) ( )
x x x x 2x x 2x x x

2 2 2
x x x

3e e 1 e 3e 1 3e 3e 3e e 4e

e 1 e 1 e 1

+ − − + − += = =
+ + +

  

��!�5 أن�                                      ( )
( )

x

2
x

4e
f ' x 0

e 1
= >

+
  

  
                                      +∞                                    0                                 −∞          x  

                  +                                                                                                            ( )f ' x  

  
                                      3    

                                                                                1                                               ( )f x  

                                                                                                                           1−  
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) ــ أ ــ ���د�� ا����س ل 2 )T ـ� ( )fCR�FBا��4 أ� �[I!�0  �4 ا�.  

                                           ( ) ( ) ( )y f ' 0 x 0 f 0= − +   

                                                            y x 1= +)                   ( )f 0 ) و =1 )f ' 0 1=(   

): "!�      ب ــ �# ) ( ) ( )x f x x 1ϕ = − +   

       ***.
��  x ∈ℝ     :             ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2
x xx

'

2 2
x x

4e e 14e
' x f ' x x 1 1

e 1 e 1

− +
ϕ = − + = − =

+ +
   

                    
( ) ( ) ( )

( )
( )

2 2xx 2x x 2x x 2x x x

2 2 2 2 x
x x x x

e 14e e 2e 1 e 2e 1 e 2e 1 e 1

e 1e 1 e 1 e 1 e 1

−  − − − − + − − + −= = = − = − = −  + + + + +
  

)       إذن               )
2

x

x

e 1
' x

e 1

 −ϕ = −  + 
   x∀ ∈ℝ    

***  
                                              +∞                                    0                                 −∞          x  

  
)                                                 ـــــ                                                                                   )' xϕ  

                                                                                                                      +∞  
                                                                                       0                                               ( )xϕ  

       −∞  
  

***  
�#ول ���eGات ا�#ا��           .� �SL[�ا ϕ 5 أن�!��� :  

         ( )x 0ϕ ∞+,0 �4 ا���Yل ≥   و    ( )x 0ϕ ∞−0, �4 ا���Yل ≤  .   

 ***  
��� أن           ( )x 0ϕ ∞+,0 �4 ا���Yل ≥   و    ( ) ( ) ( )x f x x 1ϕ = − ) إذن + )f x x 1≤ )  و�!3 + )fC <�I��) f+G ا�� )T  
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��� أن           ( )x 0ϕ ∞−0, �4 ا���Yل ≤      .  و( ) ( ) ( )x f x x 1ϕ = − ) إذن + )f x x 1≥ )  و�!3 + )fC <�I��) f+G ا�� )T  

  
                                                y x 1= −  

  
                    y 3=                                                          3  

  
  

                                                                                         1   
  

                                                                                                          ln3−   
  

             y 1= −                                                               1−   
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  :�5)��& ر-, 

&���g �@�@
):  ا�)+�$� �)	 ��� x ا�6ا�� ا�+6د�� ��)���X ا� ) x x 1
g x ln

2 x

− −= +.   

   .gD ــ ;6د 1

   .g ــ أدرس ����Xات ا�6ا�� 2

) ــ ��& أن ا�)��@�, 3 )D Q�د�	ي �+Rا� 
x

y
2

−= 48
8(�� 3d	� رب	@� ( )g
C ا����8 �ـ Z[أدرس ا�� ,) ( )g

C و ( )D.   

 ــ ��& أن 4
1 1

I ,
2 4

− 
 
 

) ��آ* �)	(3  )g
C.   

) ــ إ�H �+	د�� ا�))	س 5 )IT ـ� ( )g
C �$ I.   

) ــ أ ــ ��& أن ا�)+	د�� 6 )g x  �@�V; 3 ;@�@�	 و;�6ا =0
0

x D�
� 
0

2 9
x

5 20
< < .  

 J%�)      ب ــ أ )g
C.   

     ) ln2 ln3   و   ≈0,693 ln11    و ≈1,099 2,398≈ (   
��5
�� ا��)��& ر-, :  

   .gD ــ �!+#د 1

                                   x xو  ≠0 1⇔ ≠  x  و   ≠0
x 1

0
x

−⇔ ≠ x   و   ≠0
g

x 1
x D 0

x

−∈ ⇔ >  

gD       إذن  ,0 0,1 1,= −∞ ∪ ∪ +∞            

� 9��R"�ت ا�#ا�� **  ــ 2+�g ات#+� #!� gD.   

 ***    ( )
x x

x x 1
lim g x lim ln

2 x→+∞ →+∞

− −= + = )ن    ( ∞−
x

x
lim

2→+∞

− =   و ∞−
x

x 1
lim ln 0

x→+∞

− =(   

  ***   ( )
x x

x x 1
lim g x lim ln

2 x→−∞ →−∞

− −= + = )ن    ( ∞+
x

x
lim

2→−∞

− =   و ∞+
x

x 1
lim ln 0

x→−∞

− =(   

 ***   ( )
x 0 x 0

x x 1
lim g x lim ln

2 x+ +→ →

− −= + = )ن     ( ∞+
x 0

x
lim 0

2+→

−   و =
x 0

x 1
lim ln

x+→

− = +∞(   

 ***   ( )
x 0 x 0

x x 1
lim g x lim ln

2 x− −→ →

− −= + = )ن     ( ∞+
x 0

x
lim 0

2−→

−   و =
x 0

x 1
lim ln

x−→

− = +∞(   

Chorfi_mouhsine@yahoo.fr  
  
  



  

 ***   ( )
x 1 x 1

x x 1
lim g x lim ln

2 x+ +→ →

− −= + = )ن     ( ∞−
x 1

x 1
lim

2 2+→

−   و =−
x 1

x 1
lim ln

x+→

− = −∞(   

 ***( )
x 1 x 1

x x 1
lim g x lim ln

2 x− −→ →

− −= + = )ن     ( ∞−
x 1

x 1
lim

2 2−→

−   و =−
x 1

x 1
lim ln

x−→

− = −∞(   


#ا�� ** � �I��د ا�#ا�� ا��#+!�g.  

                           ( )

'

' ''

x 1

x x 1 x x 1 1 x
g' x ln ln

x 12 x 2 x 2

x

− 
    − − − − −   = + = + = +     −    

    

          

( )

( )
2 2

2

x x 1 1
1 1 1 1 x 1 1x x

x 1 x 12 2 2 x x 1 2 x x 1

x x

− −
− − − −= + = + = + × = +

− − − −
  

                                                                      
( )

( ) ( )
2x x 1 2 x x 2

2x x 1 2x x 1

− − + − + += =
− −

  

   .'�g!#رس إ�Mرة ** 


Fل ا����د���. % #"#+G #�� :2x x 2 0− + + )  و = )2x x 1 0− =.   

�#ول ا�Mgرة  �a� :  
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                        +∞              2                   1             0                   1−             −∞          x  

  

2ـــ             +                 +                +                                                    ـــ                    
x x 2− + +  

  
)+                     +            ـــ                                +                   +                                   )2x x 1−  

               

)            ـــ           +          ــــ               +                                  ــــ                                   )
2

x x 2

2x x 1

− + +

−
  

  
�#ول ���eGات ا�#ا�� **  �a� g.   
  

                    +∞              2                    1               0                   1−              −∞          x  
  

)ـــ           +                      ــــ               +                                                ــــ                     )g' x  

    
                                 1 ln2− −                       +∞     +∞                              +∞  

                                                                                                                                  ( )g x  

                −∞                               −∞    −∞                         
1

ln 2
2

+     

): �#"!� **  ــ  3 ) ( )
x x x

x x x 1
lim g x lim g x lim ln 0

2 2 x→+∞ →+∞ →+∞

− − − = + = = 
 

  

<�I��)           إذن ا�� )D 3ا�[ي ���د�� 
x

y
2

)  ��Iرب ��h	 �ـ =− )gC ارFY� +∞.   

 **       �!"#� :( ) ( )
x x x

x x x 1
lim g x lim g x lim ln 0

2 2 x→−∞ →−∞ →−∞

− − − = + = = 
 
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<�I��)           إذن ا�� )D 3ا�[ي ���د�� 
x

y
2

)  ��Iرب ��h	 �ـ =− )gC ارFY� −∞.   

��4 �ـ �!#رس ا��AF ا�      ** !( )gC ـ� ���!���  ( )D.   

            �!"#�    :( ) x x 1
g x ln

2 x

− − − = 
 

.    

): �!+	 ا����د��              ***     ) x
g x 0

2

− − = 
 

   :  

 �!"#�                              :
x 1

1
x

− = )   أو  − ) x x 1 x 1 x 1
g x 0 ln 0 1 1

2 x x x

− − − − − = ⇔ = ⇔ = ⇔ = 
 

   

                                            x 1 x− = x    أو − 1 x⇔ − =    

                                                                          
1

x
2

⇔ =   

: إذا آ�ن            ***   
1

x
2

 �6ن <
1

0 2
x

<   و�!3  >
1

2 0
x

− < − < 4������ و 
1

1 1 1
x

− < −  إذن >
1

1 1
x

− <   

 4������:                                  و 
x 1

ln 0
x

− ���!� أ�3 �4 ا���Yل > 
1
,

2

 +∞ 
 

 : ( )gCf+G  ( )D  

: إذا آ�ن              *** 
1

0 x
2

<  �6ن >
1

2
x

 و�!3 <
1

2
x

− < − 4������ و 
1

1 1
x

− <  إذن −
1

1 1
x

− >   

 4������:                                  و 
1

ln 1 0
x

− ���!� أ�3 �4 ا���Yل < 
1

0,
2

 
 
 

 : ( )gC قF� ( )D.  

x: ا آ�ن إذ***                �6ن >0
1

0
x

 و �!3 >
1

0
x

− > 4������ و 
1

1 1
x

−  إذن <
1

1 1
x

− >   

 4������:                                و 
1

ln 1 0
x

− ∞−0, ا���Yل  ���!� أ�3 �4<   : ( )gC قF� ( )D.  

��. أن  ــ 4
1 1

I ,
2 4

− 
 
 

 	D��G =آ�� ( )gC.   

 .
��gx D∈       ,  �!"#� :( ) ( )1 x 11 1 x 1 x x
g 2 x g 1 x ln ln

2 2 1 x 2 2 1 x

− −− − × − = − = − + = − + +  − − 
  

                      ( )1 x x 1 x x 1 1 x x 1 1
ln ln 2 ln 2 g x

2 2 x 1 2 2 x 4 2 x 4

 − − − − −= − + + = − + − = × − + = × − −  
  

��� أن                        :( )1 1
g 2 x 2 g x

2 4

− × − = × − 
 

 �6ن 
1 1

I ,
2 4

− 
 
 

 	D��G =آ�� ( )gC.   

)�!+#د ���د�� ا����س  ــ 5 )IT ـ� ( )gC 4� I.  

)���د�� ا����س           )IT ـ� ( )gC 4� I 	
9 �
� ا���
G :
1 1 1

y g' x g
2 2 2

     = − +     
     

.   

:    و ��� أن                        
1 1

g
2 4

−  = 
 

 و 
1 9

g'
2 2

−  = 
 

:  �6ن 
9 1 1

y x
2 2 4

−  = − − 
 

   

                                                                                          و�!3 
9x 9 1

y
2 4 4

−= + −  

                                              
9x

y 2
2

−= +  

)��. أن ا����د�� !� ــ أ ــ 6 )g x �+��IG 0x V	 ��I�I% L% و%�#ا =0 0

2 9
x

5 20
< <.   
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� و gS�!G           �#"!� ا�#ا�� B��  ل�Yا�� �
� ��B
2 9
,

5 20

 
 
 

  

:            و �#"!� 
2

g 0,206
5

  ≈ 
 

 و 
9

g 0,025
20

  ≈ − 
 

���!� ان   
2 9

g g 0
5 20

   × <   
   

    

)           و�!3 �6ن ا����د��     )g x �+��IG0x V	 ��I�I% L% و%�#ا    =0 0

2 9
x

5 20
< <.   

      ب ــ 
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1

ln2
2

+  

         

                                                                         
1

2
  

                                            2                      1                       0            1−  
  
  
  
  
  

                                                                         1 ln2− −  
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