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  :التمرین الأول
1(  

  )أ  
1pأعدادا صحيحة نسبية حيث  qو  pكن لت -     q∧ =  
2   :إذن    

0 0 0 0( ( , ) ) 1u v pu qv∃ ∈ + =�  
  :عكسيا -

2حيحة نسبية حيثأعدادا ص qو  pلتكن 
0 0 0 0( ( , ) ) 1u v pu qv∃ ∈ + =�  

pليكن      qδ = ∧  

p  : إذن      
δ     و  q

δ  

  : ومنه    
0pu

δ    و  
0qv

δ  

     :إذن      
0 0pu qv

δ
+  

1    : بالتاليو      
δ  

1δ  : إذن       =  
1p: بالتالي و       q∧ =  
  )ب  

   )1(  :لدینا    
[ ]
[ ]

0 0
0 0 0

0 0

x aqv p
x bpu aqv

x bpu q
 ≡= + ⇒  ≡

  

0   :و من جهة أخرى لدینا     0
0 0

0 0

1
apu aqv a

pu qv
bpu bqv b

+ =
+ = ⇒  + =

  

          0 0

0 0

aqv a apu
bpu b bqv

= −
⇒  = −

  

      )2(    
[ ]
[ ]

0

0

aqv a p
bpu b q

 ≡⇒  ≡
  

     :نستنتج أن) 2(و ) 1(و من     
[ ]
[ ]

0

0

x a p
x b q

 ≡
 ≡

  

0: إذن     0 0x bpu aqv= )حل للنظمة  + )S.  
  
2(  

)حلا للنظمة  xليكن    )S   

     :ومنه    
[ ]
[ ]

x a p
x b q

 ≡
 ≡
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)2       :و بالتالي     ( , ) )
x p a
x q b

α
α β

β
= +

∃ ∈  = +
�  

     :إذن    
xq pq aq
xp qp bp

α
β

= +
 = +

  

        
[ ]
[ ]

xq aq pq
xp bp pq

 ≡⇒  =
  

      
[ ]
[ ]

0 0

0 0

xqv aqv pq
xpu bpu pq

 ≡⇒  =
  

    [ ]0 0 0 0xqv xpu aqv bpu pq⇒ + ≡ +  

      [ ]0 0 0( )x qv pu x pq⇒ + ≡  

               [ ]0x x pq⇒ ≡  

        [ ]0 0x x pq⇒ − ≡  
0xیقسم  pq   :وبالتالي     x−  

3(  
0xیقسم  pqنفترض أن    x−   
]     :إذن     ]0 0x x pq− ≡  

          [ ]0x x pq⇒ ≡  
            0( )k x x kpq⇒ ∃ ∈ = +�  
      0 0( )k x aqv bpu kpq⇒ ∃ ∈ = + +�  

    0 0

0 0

( )
( )

( )
x q av kp bpu

k
x p bu kq aqv
= + +

⇒ ∃ ∈  = + +
�  

            
[ ]
[ ]

0

0

x bpu q
x aqv p

 ≡⇒  ≡
  

0: و بما أن     0 1pu qv+ 0: فإن  = 01pu qv= 0و    − 01qv pu= −  

     :و منه    
[ ]
[ ]

0

0

(1 )
(1 )

x b qv q
x a pu p

 ≡ −
 ≡ −

  

        
[ ]
[ ]

0

0

x b bqv q
x a apu p

 ≡ −⇒  ≡ −
  

          
[ ]
[ ]

x b q
x a p

 ≡⇒  ≡
  

)حل للنظمة  x: و بالتالي     )S.  
  
4(  
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0xیقسم  pq: لدینا     x−  
]: ومنه     ]0 0x x pq− ≡  
)0: یعني     )k x x kpq∃ ∈ = +�  
0  : إذن     0( )k x aqv bpu kpq∃ ∈ = + +�  
)و بالتالي مجموعة حلول النظمة      )S هي :  

{ }0 0 /x aqv bpu kpq k= + + ∈�  
  
5(  

  :الطریقة الأولى*)  

  :لدینا  
[ ]
[ ]

21 8 1 8
( ') : /( , )

3 13 3 13
x x y

S y z
x x z

 ≡ = + ⇔ ∈ ≡ = + 
�  

1    : إذن   8 3 13y z+ = +  
8    : و منه   13 2y z− =  
)نلاحظ أن    3, 2)− 8: حل خاص للمعادلة − 13 2y z− =  

  : و منه  
8 13 2

8.( 3) 13( 2) 2
y z− =

 − − − =
  

)8   :إذن   3) 13( 2)y z+ = +  

8  : و منه  
13( 2)z +  

8: و بما أن   13 1∧ Gauss 8فإن حسب  =
2z +  

8  : إذن   2k z k∃ ∈ = −�  
13: و بالتعویض نحصل على   3y k= −  
)  : و بالتالي   , ) (13 3,8 2)y z k k= − −  

   :إذن  
1 8

104 23 /
3 13

x y
x k k

x z
= +

⇒ = − ∈ = +
�  

104: و عكسيا   23 /x k k= − ∈�  

     :إذن  
[ ]
[ ]

104 23 1 8
104 23 3 13

k
k

 − ≡
 − ≡

  

)و بالتالي مجموعة حلول النظمة    ')S هي :{ }104 23 /k k− ∈�  
  :لثانيةالطریقة ا*) 

  :یمكن استعمال السؤال السابق بوضع  
    1a 3b و = 8p و = 13q و = =.  

  
 
 

  :التمرین الثاني
1(  
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A "الكرة المسحوبة بيضاء"  
kA  " اختيار صندوق یحمل الرقمk "  

    :نالدی  
1

( ) ( )
n

k
k

p A p A A
=

= ∩∑  

     :و بما أن  
{ }

( ) ( ) ( )

11,2,...., ( )

kk k A

k

p A A p A p A

k n p A
n

∩ = ×


∀ ∈ =

  

      : فإن  
1

( ) ( ) ( )
k

n

k A
k

p A p A p A
=

=∑  

             
1

1 ( )
k

n

A
k

p A
n =

= ∑  

          
1

1 n

k

k
n n=

= ∑  

          2
1

1 n

k
k

n =

= ∑  

)1   :إذن   )
2

np A
n
+

  لأن  (    =
1

( 1)
2

n

k

n nk
=

+
=∑  (  

2(  
2إذن  3فردي أآبر من أو یساوي  n: لدینا   1 2n α= + f  

B  "الصندوق یحمل رقما فردیا"  
1α ول رقما فردیا هو عدد الصنادیق التي تحم nبما أن عدد الصنادیق هو  +  

1    : فإن 1( )
2

np B
n n

α + +
= =  

3(  
C"آرة بيضاء من صندوق رقمه فردي الحصول على"  

)         :لدینا   ) ( )Bp C p A=  

        ( )
( )

p A B
p B
∩

=  

       :إذن  

1
2

2 1
0

( )
( )

( ) ( )

n

k
k

p A A
p A B

p B p B

−

+
=

 
 ∩  ∩  =

U

  

        

1
2

2 1
1

( )

( )

n

k
k

p A A

p B

−

+
=

 
 ∩  
 =

∑
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2 1

1
2

2 1
0

( ). ( )

( )

k

n

A k
k

p A p A

p B

+

−

+
==
∑

  

          

1
2

2
0

1 2 1

1
2

n

k
k

n

n
n

−

=

 
 +  
 =

+

∑
  

        2

(1 3 5 ...... ) 2
1

n n
n n

+ + + +
= ×

+
  

          
21 2

2 1
n n

n n
+   =    +   

  

            1
2

n
n
+

=  

)1       :و بالتالي   )
2

np C
n
+

=  

  
  

  :الثالتمرین الث
1(  

  )أ  
2         :لدینا     2 2( ) ( ) 1M z P z z z∈ ⇔ + − =  

      2 2 2 2 2 22 2 1x ixy y x ixy y x y⇔ + − + − − − − =  
              2 23 1x y⇔ − =  
2   :إذن     2( ) : 3 1H x y− =  
  )ب  
2    : لدینا     2( ) : 3 1H x y− =  

    : إذن    
2

2( ) : 11
3

yH x − =  

): و بالتالي     )H  (0,0)هذلول مرآزهO.  
  :الرأسان  -  
      (1,0)A  و'( 1,0)A −  

  :المقاربان -
3( ) :

3
y x∆ )3  و   = ') :

3
y x∆ = −  

  )ج  
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2 (  

   -أ  
): لدینا     , ') ' ' 'z z zz zz zzϕ = + −   

: نضع    
' ' '
z x iy

z x iy
= +

 = +
   

    :ومنه    

              
( , ') ( )( ' ') ( )( ' ') ( )( ' ')

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '
' 3 ' ( ' ' )

z z x iy x iy x iy x iy x iy x iy
xx ixy iyx yy xx ixy ix y yy xx ixy ix y yy
xx yy i xy x y

ϕ = + − + − + − − −
= − + + + + − + − + + +
= + + +

  

         :إذن    
Re( ( , ')) ' 3 '
Im( ( , ')) ' '

z z xx yy
z z xy x y

ϕ
ϕ

= +
 = +

   

  :   و لدینا
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

Re ( ( , ')) 3Im ( ( , ')) ( ' 3 ') 3( ' ' )
' 6 ' ' 9 ' 3 ' 6 ' ' 3 '
' 9 ' 3 ' 3 '

( 3 )( ' 3 ' )

z z z z xx yy xy x y
x x xx yy y y x y xy x y x y
x x y y x y x y
x y x y

ϕ ϕ− = + − +

= + + − − −

= + − −

= − −

: نوبما أ
2 2

2 2

( ) ( ) 3 1
( ') ( ) ' 3 ' 1

M z H x y
M z H x y

∈  − =
⇒ ∈ − = 

  

2: فإن 2 2 2( 3 )( ' 3 ' ) 1 1 1x y x y− − = × =  
2:إذن 2Re ( ( , ')) 3Im ( ( , ')) 1z z z zϕ ϕ− =  

): و بالتالي ( , ')) ( )M z z Hϕ ∈  
  

  )ب  
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  (*  
)    : لدینا     ,1)z z z zϕ = + −  
          z=  
  (*  
)    : لدینا     , )z z zz zz zzϕ = + −  

        
2 22z z z= + −  

               1=  
3(  

  :التبادلية  
)ليكن      )M z  و( ')M z  من( )H  
)     :لدینا     ) ( ') ( ( , '))M z M z M z zϕ∗ =  
         ( ' ' ')M zz zz zz= + −  
        ( ' ' ' )M zz zz z z= + −  
       ( ' ' ' )M z z z z z z= + −  
          ( ( ', ))M z zϕ=  
        ( ') ( )M z M z= ∗  
"إذن القانون      )تبادلي في  ∗" )H  
  :التجميعية  
)ليكن      )M z  و( ')M z  و( ")M z من( )H  
)         :لدینا     ( ) ( ')) ( ") ( ( , ')) ( ")M z M z M z M z z M zϕ∗ ∗ = ∗  
              ( ' ' ') ( ")M zz zz zz M z= + − ∗  

      (( ' ' ') " ( ' ' ') " ( ' ' ') "M zz zz zz z zz zz zz z zz zz zz z= + − + + − − + −  
    ( ' " ' " ' " ' " ' " ' " ' " ' " ' ")M zz z zz z zz z zz z zz z zz z zz z zz z zz z= + − + + − − − +  
            ( ' " ' " ' " ' " ' ")M zz z zz z zz z zz z zz z= − + + − +  
)        : و لدینا     ) ( ( ') ( ")) ( ) ( ( ', "))M z M z M z M z M z zϕ∗ ∗ = ∗  
              ( ) ( ' " ' " ' ")M z M z z z z z z= ∗ + −  

    ( ( ' " ' " ' ") ( ' " ' " ' ") ( ' '' ' '' ' '')M z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z= + − + + − − + −  
    ( ' " ' " ' " ' " ' " ' " ' '' ' '' ' ")M zz z zz z zz z zz z zz z zz z zz z zz z zz z= + − + + − − − +  
            ( ' " ' " ' " ' " ' ")M zz z zz z zz z zz z zz z= + − − +  
            ( ' " ' " ' " ' " ' ")M zz z zz z zz z zz z zz z= − + + − +  
                  ( ( ) ( ')) ( ")M z M z M z= ∗ ∗  
"إذن القانون      )تجميعي في  ∗" )H.  
  :العنصر المحاید  
)ليكن      )M z  من( )H  
)     :لدینا     ) (1) ( ( ,1)) ( )M z M M z M zϕ∗ = =  
)هو العنصر المحاید في  M(1): إذن     , )H ∗  
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  :المماثل  
)ليكن      )M z من ( )H  
)    : لدینا     ) ( ') (1) ( ' ' ') (1)M z M z M M zz zz zz M∗ = ⇔ + − =  
        ( ( , ')) ( ( , ))M z z M z zϕ ϕ⇔ =  
)إذن آل عنصر      )M z  من( )H یفبل مماثلا هو :( )M z.  
): وبالتالي     , )H   .زمرة تبادلية ∗
        

  
  :التمرین الرابع

1(  
  )أ  

)لنبين أن  • , )F  زمرة تبادلية +
)2من أجل ذلك سنبين أنها زمرة جزئية للزمرة التبادلية  ( ), )M +�   

F   :لدینا ≠ Fθلأن (   ∅ aمن أجل  ∋ b 0= = (  
   Fمن  M('a',b)و  M(a,b)ليكن 

(a,b)   :لدینا (a',b')

a b b a' b' b'
5b a 3b 5b' a' 3b'

M M
+ − + −   

− = −   − −   
  

a a' b b' (b b')
5(b b') a a' 3(b b')
− + − − − 

=  − − − − 
  

(a a',b b')M − −=  

a)2: و بما أن       a', b b')− − ∈�  
(a,b)   :إنف       (a',b')M M F− ∈  
): إذن       , )F   زمرة تبادلية +

)2الإستقرار في  • ( ), )M � � 
  �من λو  Fمن  M(a,b)ليكن 

(a,b)   :لدینا

a b b
5b a 3b

Mλ λ
+ − 

=  − 
  

  
a b b
5 b a 3 b

λ λ λ
λ λ λ
+ − 

=  − 
  

( a, b)M λ λ=  

)2: و بما أن       a, b)λ λ ∈�  
M(a,b)   :فإن       Fλ ∈  
)2 :و بما أن     ( ), , )M +�   :فضاء متجهي حقيقي فإن �
          ( ) 1.M F M M∀ ∈ =  

      
2( ) ( ( , ) ) ( ). .( . )

( ).
M F M M

M M M
α β αβ α β

α β α β
∀ ∈ ∀ ∈ =

+ = +
�
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      ( ) ( ( , ') ) .( ') . . 'M M F M M M Mα α α α∀ ∈ ∀ ∈ + = +�  
): إذن     , , )F +   .فضاء متجهي حقيقي �

  )ب
    (*  

o  نبين أن( , )I J  أسرة مولدة لF: 

(a,b)    : لدینا

a b b
5b a 3b

M
+ − 

=  − 
  

      
a 0 b b
0 a 5b 3b

−   
= +   −   

  

      
1 0 1 1

a b
0 1 5 3

−   
= +   −   

  

                     a bI J= +  
)إذن     , )I J  أسرة مولدة لF.  

o  نبين أن( , )I J أسرة حرة: 
  �2من  (a;b)ليكن 
  :لدینا

       

a b
a b 0

b 0
a 3b 0

a b 0

I J θ+ =

+ =
⇔ =
 − =

⇔ = =

  

)إذن , )I J أسرة حرة.  
): و بالتالي , )I J  أساس للفضاء المتجهي الحقيقي( , , )F + �.  

(*  
dim     :بعده       2F =.  

2(  
  �من  αليكن 

iαنضع    σ β= )*حيث  + , )σ β ∈ ×� �  
)2   :لدینا ) ( !( , ) ) /z x y z x iy∀ ∈ ∃ ∈ = +� �  

  �من  y'و  x'ليكن 
'      : لدینا ' ' 'z x y x yi x yα α= + ⇔ + = +  

      ' '( )x iy x y iσ β⇔ + = + +  
    ' ' 'x iy x y iyσ β⇔ + = + +  

         
' '

'
x x y

y y
σ

β
= +

⇔  =
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'

( 0)
'

yx x

yy

σ
β

β

β

 = +⇔ ≠
 =


  

      
'

'

yx x

yy

σ
β

β

 = −⇔ 
 =


  

)2: وبالتالي   ) ( !( ', ') ) / '1 'z x y z x y α∀ ∈ ∃ ∈ = +� �  
,1): ومنه فإن )α  أساس للفضاء المتجهي الحقيقي( , , )+� �  

      
3(  

  )أ  
  (*  

2       :لدینا     1 1 1 1
5 3 5 3

J
− −  

=   − −  
  

          
1 5 1 3
5 15 5 9
− − + 

=  − − + 
  

            
4 2
10 4
− 

=  − 
  

          
2 0 2 2

0 2 10 6
− −   

= +   − −   
  

              2( )I J= − +  
  (*  
J(0,1)        :لدینا     M=  
)(0,1)      : و لدینا     ) Mψ α =  
)      : إذن     ) Jψ α =  

  
  )ب  
    
  :التشاآل -  

)     :لدینا ') (( ) ( ))z z a b c dψ ψ α α× = + × +  
  ( ( ) ( ))c a b d a bψ α α α= + + +  
  ( ( ))ac ab d a bψ α α α= + + +  
  2( )ac bc ad bdψ α α α= + + +  

)     :من جهة أخرى ولدینا , ) ( , )( ) ( ') a b c dz z M Mψ ψ× = ×  
        ( 2 , 2 )ac bd ad bc bdM − + −=  
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(( 2 ) ( 2 ))ac bd ad bc bdψ α= − + + −  
( 2 2 )ac bd ad bc bdψ α α α= − + + −  

    ( ( 2 2))ac bc ad bdψ α α α= + + + − −  
2تشاآلا تقابليا إذا وفقط إذا آان  ψإذن سيكون  2 2α α= − −  

2   :لدینا 22 2 2 2 0α α α α= − − ⇔ + + =  
      2' 1 i∆ = − =  

    1

2

1
1

i
i

α
α

= − +
 = − −

  

  :التقابل -  
  :التباینية    
): لدینا       , ) ( , )( ) ( ') a b c dz z M Mψ ψ= ⇔ =  
      a c et b d⇒ = =  
  .تبایني ψ: إذن      
  :لشموليةا    
): لدینا       ) ( ) ( )M F z z Mψ∀ ∈ ∃ ∈ =�  
  .شمولي ψ: إذن      
  .Fنحو  �تقابل من  ψ: وبالتالي    
  :تشاآلا تقابليا هما ψهما التطبيق التي یكون من أجل αإذن قيمتي     

          1

2

1
1

i
i

α
α

= − +
 = − −

  

  
4(  

2007         :لدینا   2007( )J ψ α=  
)تقابلي من  تشاآل ψ: و بما أن   , )نحو  �×( , )F ×  
2007       :فإن   2007( ) ( )ψ α ψ α=  
2007            : إذن   2007( )J ψ α=  
               2007(( 1 ) )iψ= − +  

            
200732,

4
πψ

  =      
  

             
2007 32 , 2007

4
πψ   =     

  

      
2007 3 32 cos 2007. sin 2007.

4 4
iπ πψ   = +    

  

               
2007

2 cos sin
4 4

iπ πψ   = − −    
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2007 2 22

2 2
iψ

  
= − −      

  

            ( )2003 20032 2iψ= − −  

           ( )2004 20032 2 ( 1 )iψ= − − − +  

              ( )( )2004 20032 2ψ α= − + −  

            2004 2003( 2 , 2 )M= − −  
            2004 20032 2I J= − −  
          

  
  

  :التمرین الخامس
  
I(  

  1(  
  )أ    
        ( ) '( ) 1 xx g x e−∀ ∈ = +�  
): لدینا       ) 1 0xx e−∀ ∈ + ≥�  
  : إذن      

•  g  تزایدیة قطعا على�. 
 

  )ب
lim:  لدینا ( ) lim 1 x

x x
g x x e−

→+∞ →+∞
= + − = +∞  

lim: و لدینا ( ) lim 1 x

x x
g x x e−

→−∞ →−∞
= + −  

     = −∞  
 :تجدول التغيرا 

  
 
 

  
  

  )ج
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و  �تزایدیة قطعا على  g: لدینا  
lim ( )

lim ( )
x

x

g x

g x
→+∞

→−∞

= +∞
 = −∞

  

0: وبالتالي   0( ! ) ( ) 0x g x∃ ∈ =�  
(0): وبما أن   0g =  
0: فإن   0x )ة هو الحل الوحيد للمعادل = ) 0g x =  

  2(  
  )أ    

  1lim ( ) lim
1 xx x

f x
x e−→+∞ →+∞

=
+ −

 

1lim
( )x g x→+∞

=  

0=  

  1lim ( ) lim
( )x x

f x
g x→−∞ →−∞

= 

  0=  

 
0 0

0 0

1lim ( ) lim
1 xx x

x x

f x
x e−→ →

=
+ −

f f

 

= +∞  

 
0 0

0 0

1lim ( ) lim
1 xx x

x x

f x
x e−→ →

=
+ −

p p

 

= −∞  
  )ب    

  :لدینا      
'

* 1( ) '( )
( )

x f x
g x

 
∀ ∈ =  

 
�  

        2

'( )
( )

g x
g x
−

=  

              2

( 1)
(1 )

x

x
e
x e

−

−

− +
=

+ −
  

  )ج    
)': لدینا       )f x 1إشارة  عكس لهاxe− +  
)*     :  إذن       ) '( ) 0x f x∀ ∈� p  
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 )د    
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  3(  
  )أ    
  �∋n*ليكن     
): ب �+*المعرفة على نعتبر الدالة        ) ( )k x f x n= −  
)': لدینا       ) '( )k x f x=  
  .�+*لى تناقصية ع k: إذن      

:   و لدینا      
0

0

lim ( )

lim ( ) 0

x
x

x

f x

f x

→

→+∞

= +∞



=

f       إذن      :
0

0

lim ( )

lim ( )

x
x

x

k x

k x n

→

→+∞

= +∞



= −

f  

−0n: و بما أن       p   وk  فإن.  �+*تناقصية على  :*( ! ) ( ) 0n nx k x+∃ ∈ =�  
          ] [( ! 0, ) ( )n nx f x n⇔ ∃ ∈ +∞ =  
      
  )ب    
)1     :لدینا       ) ( ) 1 1n nf x f x n n+ − = + − =  
)1     :إذن       ) ( ) 0n nf x f x+ − f  
1تناقصية فإن  fالدالة : وبما أن       0n nx x+ − ≤  
)1: إذن       )n nx   .صيةتناق ≤
)1لدینا المتتالية        )n nx   0تناقصية و مصغورة ب  ≤
  .إذن فهي متقاربة      

  
  )ج    
      
): لدینا       ) 1 xg x x x e x−− = + − −  

       1 xe−= −  
):   و       0) 1 0xx e−∀ −f f 
):  إذن    0) ( )x g x x∀ f f  

          1 1
( )x g x

⇒ f  

          1( )f x
x

⇒ p  

0nx: و بما أن       f 1: فإن( )n
n

f x
x

p  

1   :إذن      

n

n
x

p  

1     :وبالتالي      
nx

n
p  
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          10 nx
n

⇒ p p  

1lim :نوبما أ       0
n
lim: فإن = 0nx =  

II(  
  1(  
  )أ    

)1:      لدینا       ) 1 1
1 xf x

x e−= ⇔ =
+ −

   

        1 1xx e−⇔ + − =  
                 0xx e−⇔ − =  
                   xe x−⇔ =  
  )ب    
)  : لدینا       ) 1xe x f x− = ⇔ =  
           1x x⇒ =  
xeإذن المعادلة        x− 1xαتقبل حلا وحيدا هو  = =.  
): المعرفة ب lنعتبر الدالة        ) xl x e x−= −  

1     :لدینا      

1(1) 1 0

1 1 0e

l
e

l e
e e

−

 = −

  = −   

p

f

  

(1)1     :إذن       ( )l l l
e

α  ≤ ≤  
 

  

1قطعا على تناقصية  lوبما أن الدالة        ,1
e
 
  

  

1   :إذن       1
e

α≤ ≤  

        
  

  2(  
  )أ    

o أساس الترجع: 
1n: من أجل =  

1    :     لدینا
1 1 1y
e
≤ = ≤  

o فرضية الترجع: 
  �∋n*ليكن 

1 ننفترض أ 1ny
e
≤ ≤  
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1: و نبين أن
1 1ny
e +≤ ≤  

1: لدینا         1ny
e
≤ ≤  

11: ومنه         ny
e

− ≤ − ≤ −  

: یعني        
1

1 ny ee e e
−−− ≤ ≤  

: إذن        
1

1
1 e

ny e
e

−

+≤ ≤  

1:   و بما أن         0
e

− p     فإن   :
1

1ee
−
p  

1: و بالتالي        
1 1ny
e +≤ ≤  

*  : إذن       1( ) 1nn y
e

∀ ∈ ≤ ≤�  

  )ب    
  �∋n*ليكن       
)  : المعرفة ب hنعتبر الدالة     ) xh x e−=  
  αو  nyالمجال الذي طرفاه  Iليكن       
  .Iتقاق على دالة متصلة و قابلة للإش h: لدینا      

: إذن حسب مبرهنة التزایدات المنتهية
( ) ( ) ( ) '( ) ( )n nc I h y h h c yα α∃ ∈ − = −  

)1           (1( ) '( )( )n nc I y h c yα α+⇒ ∃ ∈ − = −  
  

1   :ولدینا 11 1c c
e e
≤ ≤ ⇒ − ≤ − ≤ −  

  
1

1 c ee e e
−− −⇒ ≤ ≤  

        
11 c ee e

e
−−⇒ ≤ ≤  

  
1 1cee e

e
− −⇒ − ≤ − ≤ −  

1 1'( )ee h c
e

−
⇒ − ≤ ≤ −  

1

'( ) eh c e
−

⇒ ≤  

: وبالتالي      
1

1(1) ( ) e
n nc I y e yα α

−

+⇒ ∃ ∈ − = −  
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   :إذن      
1

*
1( ) e

n nn y e yα α
−

+∀ ∈ − = −�  
  
  

  )ج    
  :لدینا      

          
1

2 1
ey e yα α

−
− ≤ −  

          
1

3 2
ey e yα α

−
− ≤ −  

          
1

4 3
ey e yα α

−
− ≤ −  

          " " " "  
          " " " "  

          
1

1
e

n ny e yα α
−

−− ≤ −  
  :و بضرب المتفاوتات طرفا بطرف نحصل على      

      
11

1

n

e
ny e yα α

−
− 

− ≤ − 
 

  

: ولدینا    
1

lim 0
n

ee
−−
=  

)1: إذن     )n ny lim   :متقاربة و نهایتها ≤ ny α=  
  

III(  
  1(  
  )أ    
0tليكن      f  
0        :    لدینا       1 0tt e−− ⇒ − ≥p  
          1 tt e t−⇒ + − ≥  
1     :و لدینا       1 tt t e−+ ≥ + −  
1       : إذن       1 tt t e t−+ ≥ + − ≥  

1   : و بالتالي       1( )
1

f t
t t
≤ ≤

+
  

  )ب    
0xليكن      f  

1     : لدینا       1( 0) ( )
1

t f t
t t

∀ ≤ ≤
+

f  

        
2 2 2

( )
1

x x x

x x x

dt dtf t dt
t t

⇒ ≤ ≤
+∫ ∫ ∫  

        [ ] [ ]2 2
ln(1 ) ( ) ln( )

x x
t F x t

x x
⇒ + ≤ ≤  
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        1 2 2ln ( ) ln
1

x xF x
x x

+   ⇒ ≤ ≤   +   
  

          1 2ln ( ) ln 2
1

x F x
x

+ ⇒ ≤ ≤ + 
  

1   : لدینا       2lim ln ln 2
1x

x
x→+∞

+  = + 
  

lim  : إذن       ( ) ln 2
x

F x
→+∞

=  

  2(  
  )أ    
  :ب �+نعتبر الدوال المعرفة على       
            ( ) 1q t t= −  
)   و           ) ts x e−=  

  و          
2

( ) 1
2
ty x t= − +  

  .�+*و قابلة للاشتقاق على  �+على متصلة  yو  sو  q: لدینا      
(0): ولدینا       (0) (0) 1q s y= = =  
)'و        ) 1q t = )' و − ) ts t e−= )'و  − ) 1y t t= −  
): و لدینا       0) 1 1tt e t−∀ ≥ − ≤ − ≤ −  
        '( ) '( ) '( )q t s t y t⇒ ≤ ≤  
  :إذن حسب إحدى تطبيقات مبرهنة التزایدات المنتهية      

      2

( 0) ( ) ( ) ( )

( 0) 1 1
2

t

t q t s t y t
tt t e t−

∀ ≥ ≤ ≤

⇔ ∀ ≥ − ≤ ≤ − +
  

  )ب    
0tليكن      f  

   :لدینا      
2

( 0) 1 1
2

t tt t e t−∀ ≥ − ≤ ≤ − +  

        
2

( 0) 1 1
2

ttt t e t−⇒ ∀ ≥ − − ≤ − ≤ −  

        
2

( 0) 2 1 2
2

ttt t t e t−⇒ ∀ ≥ − ≤ + − ≤  

            ] [ 2
1 1( 0, 4 ) ( )
2 2

2

t f t
tt t

⇒ ∀ ∈ ≤ ≤
−

  

             ] [ 2

1 2( 0,4 ) ( )
2 4

t f t
t t t

⇒ ∀ ∈ ≤ ≤
−

  

            ] [ 2

1 8( 0,4 ) ( )
2 16 4

t f t
t t t

⇒ ∀ ∈ ≤ ≤
−

  



  تصحيح
  الوطني الموحد للبكالوریا الامتحان

  )2007الدورة الإستدراآية( 
  الرياضيات :المادة
  "ب"و " أ"العلوم الرياضية : الشعبة

 

 www.madariss.frرشيد أدجار: التلميذ و أعدده أنجزه 

          ] [ 2

1 8 2 2( 0,4 ) ( )
2 16 4

t tt f t
t t t

− +
⇒ ∀ ∈ ≤ ≤

−
  

        ] [ 1 1 1( 0,4 ) ( )
2 2 8 2

t f t
t t t

⇒ ∀ ∈ ≤ ≤ +
−

  

        ] [ 1 1 1 1( 0,4 ) ( )
2 2 4

t f t
t t t

 ⇒ ∀ ∈ ≤ ≤ + − 
  

  
  )ج    

[   :لدینا       [ 1 1 1 1( 0,4 ) ( )
2 2 4

t f t
t t t

 ∀ ∈ ≤ ≤ + − 
  

        
2 2 21 1 1 1( )

2 2 4
x x x

x x x

dt f t dt
t t t

 ⇒ ≤ ≤ + − ∫ ∫ ∫  

      [ ] [ ] [ ]2 2 21 1ln ( ) ln ln(4 )
2 2

x x x
t F x t t

x x x
 

⇒ ≤ ≤ + − 
 

  

        1 1 4 2ln 2 ( ) ln 2 ln
2 2 4

xF x
x

 − ⇒ ≤ ≤ +   −  
  

     :و بما أن      
0

1 4 2 1lim ln 2 ln ln 2
2 4 2x

x
x+→

 − + =  −  
  

     : فإن      
0

1lim ( ) ln 2 (0)
2x

F x F
+→

= =  

  .0متصلة على اليمين في  F: إذن      
  

  3(  
  )أ    
2xو الدالتان  �+*متصلة على  f: لدینا       xa  وx xa  قابلتان للاشتقاق على*+�  
  .�+*قابلة للاشتقاق على  F: إذن      
    (*  

      

2

2

2

2

2

( 0) '( ) 2 (2 ) ( )
2 1

1 2 1

2 1
( ). (2 )

( 1)
( ). (2 )

x x

x x

x

x

x

x F x f x f x

x e x e

e e
e g x g x

e
e g x g x

− −

∀ = −

   = −   + − + −   
 − +

=  
 

−
=

f

  

  )ب    
        
x*ليكن        +∈�  
): لدینا       ). (2 ) 0g x g x f  
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  �+*تزایدیة على  F: إذن      
  


