

 ا�
	��ى: درس� ����	
�ذ   ��ى ا���ع ا�
���ك ��

�	   ا����
     � 	" ا����
  :! ��� ا��ر ا�	��#
�ز%)          '�&�%$ ا�*
  ا�
Chorfi_mouhsine@yahoo.fr 

$�+,�	
  ا��+رات ا�

ا��
 ا	��ا���ت� 
���ه�� و �����ت ا�����
 ا������
 و ا�����
 ا������ 
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�$�#" ه����
 ــ ا�� "� %& 
  .-��ل ا+داة ا��)'�'�
 I $.�& و $,��� �  "!�آ��"ــ إ0+ا'��

  �1 ـــــ&ــــ�ـــــ�ط ر5                                

دة 12 ا�0/" 1�
  . ــ ��د إ��ا���ت ا������ت ا��
�8uرن ا�������5  ــ 2

�
 و 

����
AB . ؟ ����ا�����	 
��ذا �$���; ����$:  

�س �	��ى  ــ �*�� �	��ى1�   :                     ــ أ
 9%�*!:  

        :&�iإذا آ
�

j و 
�


���" �=ن ا�)وج ���	� ��> "��,��� ( ),i j
� �

?
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( ), ,O i j
� �

                      �@��� ���-�� �'-� ( ), ,O i j
� �

�@��� �'-�  

( ),i j
� �

                         �@��� ���-��) أ��س  ),i j
� �

  �@���  أ��س 

2$,��� �   ــ إ0+ا'��
��B$ و !*�9% C: 

      "D��( ),i j
� �


	��ى �� ����u   . أ
�

  

      $,��� ED�u
�

  +F�% +�0زوج و ( ),x y G� H u xi yj= +
� ��

.   3 j
�

  

)     ا�)وج  ),x y'زوج إ0+ا ?
	%  $,��

 ا���u
�

 I�D& و ( ),u x y
�

.   2i
�

  j
�

  

:&�)     إذا آ ),u x y
�

)  و  )', 'v x y
�

B& uن 
�

 = v
�

 K��D!  'x x= و 'y y=.  i
�

  

2  �1 ـــــ!
ــــ�%" !.ــLـــ��
  ر5                                                                           3u i j= +
� ��

     

�='C و ABC ــ 1 M DE��� [ ]BC و N C�(� 
�FG 
���� ����3
AN= AC

2
.   

 
:      ��د إ��ا���% ا������ت ا�����
����
AB و 

����
ACو  

����
AMو 

����
AN ا+��س %& ( )���� ����

AB,AC.   

� ا�������5  2:�-G ــ �
u و �

v C�(� 
� ��

u= 2i +3yj و ( )
� ��

v = 1-x i +4j.   


ن    y و x      ��د ��8/H C�(��

v = �
u.   

3

�ع ���,��" و �Oب ���,$ �
 �+د ���0�� �  . ــ إ0+ا'��
  �2 ـــــ&ــــ�ـــــ�ط ر5

� &% ا+��س :�-G( ),i j
� �

� و �u ������5  ا�
vC�(� ( )�

u x,y و ( )�
v x',y' و k%F�F� �2د .  

�أ ــ أآ�K آ" �5 ا�������5 
u و �

v �� 5ا������� 
�L
�
i و 

�
j.   

�ب ــ أآ�K ا�������5  �
u+v و �

ku 5ا������� 
�L�� 
�
i و 

�
j.  

���5 ج ــ ا����; إ��ا���% ا����� �
u+v و �

ku ا+��س %& ( ),i j
� �

.   

$�B�C :  
 "D��( ),i j

� �

	��ى و �� ����  . �+دا ����0�k أ

) إذا آ�ن ــ ),x y  و ( )x',y' "��,��
� إ0+ا'��
 ا�
u ه
�

� و 
vن=� 
) ��? ا���ا� )x+ x',y +y'$,��
�   ه� زوج إF+ا'��
 ا� �

u+v.   

)إذا آ�ن  ــ ),x yزوج ه�  $,��
u إ0+ا'��
 ا�
�

) �=ن  )kx,ky$,��
  .  �ku   ه� زوج إF+ا'��
 ا�
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ا��
 ا	��ا���ت� 
���ه�� و �����ت ا�����
 ا������
 و ا�����
 ا������ 
���  .ــ �

 
�$�#" ه���� "� %& 
  .ــ ا��-��ل ا+داة ا��)'�'�
4$.�& �  . ــ إ0+ا'��

� ا��$�
ى :�-G( )P�@ا���� ��
ب �'�-'� ا���-�$��  ( ), ,O i j
� �

.  

 
OA :��د إ��ا���% ا������ت ا�����
����

OB و
����

OC و 
����

OD و  
����

) &% ا+��س  ),i j
� �

.   

 PFا����; إ��ا���% ا�� ��A و B و C و D.   
 9%�*! :  
 "D��( ), ,O i j

� �
 G� H �
�*� OI i=

��� �
OJ و  j=

���� �
.   

 $.�& ED�M +�0زوج و +F�% ى��	
) �" ا� ),x yG� H  OM xi yj= +
����� � �

.  

)ا�)وج  ),x y $.�R�ا 

 ا�
*�� M ه� زوج إ0+ا'��� ( ), ,O i j
� �

 I�D& و ( )M x,y.  

  
  �2 ـــــ&ــــ�ـــــ�ط ر5

 5���Fا�� �:�-G( )A x ,y
A A

) و  )B x ,y
B B

)  &% ا��-'�   ), ,O i j
� �

.   

1 Kــ أآ� OA
����

OB و 
����


 ا�������5  �L�� 
�
i  و

�
j.   


 � ــ ا����; آ2����'� 
��
����
AB 
�L�� 

�
i و 

�
j.   


 M ــ ��/5 3-�Fا� DE��� [ ]AB   
 
  أ ــ أآ�K ا�����

�����
OM 5ا������� 
�L�� OA

����
OB و 

����
 
�Fا����; إ��ا���% ا�� �� M.   

 

 إ��ا���% ا��F���AB 5ب ــ أآ�K ا��$�&�L�� Aو  B.   
5 $,��� � ــ إ0+ا'��

����
AB:   

  $�B�C :  
 "D��( ), ,O i j

� �
 �
�*� .  

 :&�)إذا آ )A x ,y
A A

) و  )B x ,y
B B

) �=ن  ),
����

x -x y -yB A B AABس��Tا 
�  ( ),i j
� �

.   

6 �  :�9V�R 5.*$  ــ إ0+ا'��
  $�B�C :  

 :&�)إذا آ )A x ,y
A A

) و  )B x ,y
B B

] �9V�R ا��.*$ M و ]AB ن=�  
 
 

x +x y +yA B A BM ,
2 2

.   

��$ �H" &�.��" ــ 7	
   :ا�
  $�B�C :  

 "D��( ), ,O i j
� �

 �
XR
��+ا �*�� �
�*� .  

 :&�)إذا آ )A x ,y
A A

) و  )B x ,y
B B

) �=ن     ) ( )2 2
AB= x - x + y - y

B A B A
.    

  �2 ـــــ!
ــــ�%" !.ــLـــ��
  ر5
 5/��( ), ,O i j

� �
��@�����ا �-�� ��'-� .   

-G PFا�� �:�( )A ) و 2,5- )B ) و 3-,1 )C ) و 2-,1- )D 4,-1.   

 ــ ��د إ��ا���% ا�������5 1
����
OB و 

����
OD.   

 ــ ��د إ��ا���% ا�������5 2
����
AB و 

����
BD.   

 ــ ��د إ��ا���% ا�������5 3
����

-3AC و +
���� ����
BC AD.   


M ــ ��د إ��ا���% 4-�Fا� DE���  [ ]BC.    
   .BD و AB ــ أ�$K ا��$�&��5 5

 II $,F�� $,��� و $.�RH *�ف� ����	ــ �:  
1 "��,��� $������  : ــ �Zط ا

  �3 ـــــ&ــــ�ـــــ�ط ر5
� ا�������5 1:�-G ــ �

u و �
v C�(� ( )�

u ) و 1-,3 )�
v ) &% ا+��س 9,3- ),i j

� �
.  

 
�أ ــ أآ�K ا�����
v 

 ا������L�� �

u.   
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 ا������
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�$�#" ه���� "� %& 
  .ــ ا��-��ل ا+داة ا��)'�'�

3+ب ــ أ�$K ا��)�دة -9
-1 +3

.   

� ا�������5 2:�-G ــ �
u و �

v C�(� ( )�
u ) و 2,5- )�

v ) &% ا+��س 1-,10 ),i j
� �

.  

 %F�F� د �2د��� �)�k Cأ ــ ه" �H/5 إ �
v = ku؟   

2-ب ــ أ�$K ا��)�دة 10
-1+5

.   

   ــ ��ذا G$���; ؟3
 9%�*! :  

( )�
u x,y و ( )�

v x',y' س��T? ا�ب إ�	R
) ���,��" �" ا�
	��ى ا� ),i j
� �

.   
�
u و �

v ن��ن إذا و ��] إذا آ��
���	� xy' - x'y = 0.   

'xyا�*+د  - x'y "��,��

? � +دة ا�	% �
u و �

v س��]� $L	R��H ( ),i j
� �

 I�D& و :( )� � x x'det u,v = = xy'- x'yy y'
.   

  �3 ـــــ!
ــــ�%" !.ــLـــ��
  ر5

 ا�������5 1���F��ــ أدرس ا ( )�

u ) و 5,6- )�
v 2,-4.   


ن α ــ ��د ��8
 ا�-�د 2/� C�(� ( )α
�
u 2 ) و 1-, )α

�
v -3 ,-4$�  . ������Fن  


 ا�������5 3���F��ــ أدرس ا ( )�
u m,2m و ( )�

v 1,m ���   .K$� m ��8 ا�:�را
2 ����	
� $,F�� $,��� ــ :  

  �4 ـــــ&ــــ�ـــــ�ط ر5
� &% ا��-'� :�-G    ( ), ,O i j

� �

  ا��PF ا�����( )A ) و0,2 )B ) و  2,1- )C ) و 1-,6- )E 3,-2 
) و ا����� )�

u 2,1.   

 ــ ��د إدا���% ا������ت 1
����
AB و 

�����
ACو 

����
AE  ا+��س %& ( ),i j

� �
.   


 ا������ت  ــ2���F��أدرس ا 
����
AB و 

�����
ACو 

����
AE  
�T ا�����  �u.   

) أر�� ا��PF  ــ3 )A ) و0,2 )B ) و  2,1- )C ) و 1-,6- )E 3,-2 5�   .B و A و ا��$���F ا���ر 

   ــ �� ذا G$���; ؟4
5 %F�F(ا�-�د ا� ��
  &% آ"k ــ أو��� 

���� �
AB=k.u و 

���� �
AC=k.u.   

5 
�Fــ ��/5 ا�� M C�(� 
���� �
AM=k.u ,  PFا�� 
2
���   .Mا����;  

 9%�*! :  
 "D��( )D "� �
% ����	�  "��^��#� "��.�&A و B.   

 _� $�
آR� ��> $,��� E*+�$ و �	���
����
AB ����	
�� $,F�� $,��� ?
	! ( )D �u  

)و &��ل إن  )D "� �
% A $,��
��H aF�� و �
u.   

 9%�*! :  
 "D��A ى و��	
� &�.$ �" ا�

u$�+*R� ��> $,��� .  
 [�R�ا $��
��M b� ! 
 �" ا�
	��ى ا��

���� �
AM= t.u G� H ∈ ℝt $.�R�ر �" ا�

��,$A ه
 ا�
	���� ا���H aF�
� و ا�

u   
 I�D& و( )�D A,u.   

3 ����	
�را���ي �H E�d
  : ــ !
  �5 ـــــ&ــــ�ـــــ�ط ر5

:�-G ��F�$ا�� �( )D 
�F5 ا��� ��H يWا�  ( )A -1,3 
������� X�
�) و  )�
u 2,-1.   

1 ��F�$% إ�1 ا������ا��%  Y'� 
) ــ ��د �5 ��5 ا��PF ا����� )D  :( )B ) و 3,1 )C ) و 4-,2 )E ) و 3,4- )F -4,-1.  

) ــ ��/5 2 )M x,y ��F�$إ�1 ا�� %���� 
�FG ( )D   
              5�� 
8Z2 �� أــ أو

����
AM و �

u                       .  
�Fب ــ ا����; إ��ا���% ا��M.  
 9%�*! :  

 "D��( ), ,O i j
� �


	��ى �� �
�*� ( )P .  $.�R�ا "D�� و( )A x ,y
0 0

) �" ا�
	��ى  )Pو ( )�
u a,b $�+*R� ��> $,���  . 

 $
XR�0ا
0

x x at t
y y bt

 = + ∈ = +
ℝ ����	
�� ��را���%H e�d
! ?
	! ( )D "� ر�
) ا� )A x ,y

0 0
 $,��
��H aF�
) و ا� )�

u a,b.   
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�$�#" ه����
 ــ ا��-��ل ا+داة ا��)'�'� "� %& 
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  �4 ـــــ!
ــــ�%" !.ــLـــ��
  ر5

1 ��F�$�'� �H���) ــ ��د ��=�Z ��را )D  
�F5 ا���)ا���ر  )A 3,-2 
������� X�
) و ا�� )�
u -1,4.   

2 ��F�$�'� �H���) ــ ��د ��=�Z ��را )D' �F5 ا���) ��5 ا���ر  )A ) و1,2- )B -4,-2.  


 ا�
	��ى ــ 4� ����	
�ر!�$ �D%$ د�د�*�:  
  �6 ـــــ&ــــ�ـــــ�ط ر5

1 ��F�$�'� �H���) ــ   أ ــ  ��د ��=�Z ��را )D  
�F5 ا���)ا���ر  )A -2,5 
������� X�
) و ا�� )�
u -1,2.   

 5�� 
8Z2 ��   .y و x       ب ــ أو

���F�$�'� �H  ــ 2��)أ ــ  ��د ��=�Z ��را )D  
�F5 ا���)ا���ر  )A x ,y
A A

 
������� X�
) و ا�� )�
u a,b.   

  5�� 
8Z2 ��   .y و x      ب ــ أو
 $�B�C1  :  
 "D��( ), ,O i j

� �

	��ى �� �
�*� ( )P.    

 ����	� Eآ( )D ED��$ ��? ا�د�*� a� ى��	

 ا�� ax+by+c=0 G� H ≠a b≠و أ 0 0 ����	
�ر!�$ ��D%$ د�د�*� ?
	! ( )D.   
 $�B�C2  :  
 "D��( ), ,O i j

� �
	
�� �
)��ى  �*� )P. و a و b و c G� H $����0 أ�+اد ≠a b≠ أو 0 0.    

 [�R�ا $��
��( )M x,y G� H ax+by+c=0 $,��
��H aF�� ����	� 
) ه )�
u -b,a  

  �5 ـــــ!
ــــ�%" !.ــLـــ��
  ر5
1 ��F�$�'� 
) ــ ��د �-�د�
 دH/�ر�� )D 5�) ا���ر  )A ) و 3,2- )B -1,3.   

)/�ر��
 �'�$���F ��د �-�د�
 دH ــ 2 )D 5�) ا���ر  )A 1,-3  
������� X�
) و ا�� )�
u -3,-1.  

)��د �-�د�
 دH/�ر��
 �'�$���F  ــ 3 )D ي���} ذو ا���=�" ا�:�را ∈ℝx=1+t

y=-2-3t t.   

���F�$�'� �H ��د ��=� ــ 4��)Z ��را )D  
3x+yذو ا��-�د� -1=0.   

�"  ــ 5���	
� $�L	R�ع ا�OوTا:  

  �7 ـــــ&ــــ�ـــــ�ط ر5
) ــ ��/5 1 )D ��H ��F�$� 
�F5 ا���( )A -3,2 
������� X�
�) و  )�

u )و 1-,3- )D'  ��H ��F�$� 
�F5 ا��� ( )B -1,3 
������� X�
� و 

( )�
v -2,4.   

 5���F�$�'� 5����ر�/Hد���5 د�-�) أ ــ ��د  )Dو   ( )D'.   

)أ�$K ب ــ  )� �
det u,v
x+3-} و �" ا��@�
 ا����� y=9

2 x+ y=1  .؟ ;���$G ذا��  

)��/5  ــ 2 )D ��H ��F�$� 
�F5 ا���( )A -3,2 
������� X�
�) و  )�
u )و 1-,2- )D'  ��H ��F�$� 
�F5 ا��� ( )B -1,3 
������� X�
�) و  )�

v 4,2   

 5���F�$�'� 5����ر�/Hد���5 د�-�) أ ــ ��د  )Dو   ( )D'.   

 K$ب ــ أ�( )� �
det u,v
x+2y=7-}  و �" ا��@�
 ا�����

2x-4y=-14 . ؟ ;���$G ذا��  

  $�B�C :  
 "D��( )D$.�R�ا "� �
% ����	� A $,��
��H aF�� و �

u  
)  و )D'$.�R�ا "� �
% ����	�   B $,��
��H aF�� و �

v.   
)إذا آ�ن .  ) 0≠

� �
det u,v ن�
���	
) �=ن ا� )D  و ( )D' ن�*f���� .  

)إذا آ�ن .  ) 0=
� �

det u,v     

•  :&�)إذا آ )∈A D'�ن   �=ن ا�
���	
( )D  و ( )D'ن��L.R�   

•  :&�)إذا آ )∉A D' ن�
���	
)  �=ن ا� )D  و ( )D'�   ���از%�ن 5.*
  

�ن*�	
  واg ا�
 


