
ا
�وال ا
	�د��                            : درس 
   ��ع ����ك ���م ��ى��

�ز��ر ا
��"$         �'�& ا
��%$   : ا#"��ذ إ��()
�ز�+                *����� ا	)
  ا
Chorfi_mouhsine@yahoo.fr 

�%�,��)
  ا
.�رات ا

0�1ـــ �2 34��	5 ���)�2��ول �	>6�ت أو 2(1'81 أو �76:2ا
�	�ف ��8 ا
(��67 و � �%�	� �

�ا �.  

�ا
� ـــ  $��60)
  .E�Fءة �Bرة ��د و 5'��� ��د �Bر� 35	���� �A &@ل ا
�(?6< ا
60��$ ـــ )
� �& ا
�(?6< اF@<�ا �6��
  .ا"��1�ج �6675ات دا
� أو ا
.G6 ا
.:�ى و ا
�د#ت و ـــ	)

�را"� 2	I ا $��60)
  .ا
(��ا�'�ت  ا"�	(�ل ا
�(?6< ا

��ء إ
8 �6675 ا
(	�G 2ـــ ا
�(K& �& ر"G �1'81 دا
� �Jود�� �& ا
�ر�� �
��N دون ا(�� �
  . أو دا
 �
�ل �4,�م ا
�ا)	�"�6�ت ���.�ة �& ا
�اOF أو �& ��اد أ�Aى 2	P�60 �& و	�
  .ـــ ا

I د���	
  : ــ ا
�ا
� ا
1 R��	5 ــ :  

 &K6
D�  ء+ℝ. $)��f 8�� �%�	� د���� �

��+ ℝ 2	1:� وD &� �6J آ< �@T2�5 �F آ< �D &� �:1دا�2 3
 +��� ( )f x.  

@<Bح إ:  
 &K�
f 8�� �%�	� د���� �
:f�D   .    V�K دا D → ℝ  

                                                      ( )x f x֏   

 **  ���)�)
�5(8 ��Dا  �
  . 5 ���)f	��R ا
�ا

 ** &K6
x &� �:1� D و y X6'2 ( )y f x=.   


�ا
� �B 8)�� xرة  y     ا
	�د�2 f.   
�x Y2     ا
	�د " 8)�� y �

�ا�2 f.   

  
  : ــ ��(��� 5	��R دا
� ��د�� 2

 ����f $.6.J �67�)
  .x دا
� ��د�� 

 �
�(��� 5	��R ا
�ا�f اد��Zا O6)� &� ���K)
�(��� ا)
) x X6'2ا
'.�6.6  ه$ ا )f x د أي���� ( )f x ب��'�
 ��2�F.  

 �,

��+ و ���+ �2fD.  

�ل ?�:  

� ا���� g و f ــ �
د ������ ��
�� ا�
ا���� 1�� ����
) : ا��� ) 1

2

x
f x

x

−=
+

) و  ) 2 1g x x= −.  

2 0 2fx D x x∈ ⇔ + ≠ ⇔ ≠ −  

{ }2fD = − −ℝ  

1
2 1 0 2 1

2gx D x x x∈ ⇔ − ≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥  

1
,

2gD
 = +∞  

  

  
�5�وي دا
�6& ��د��6&  ــ 3:   

 R��	5:  
 &K�
f و g R��	�
4_ ��(��� ا� �),
  .D دا
�6& ��د��6& 

 &6�
�و��6& إذا و %.T إذا آ�ن g و �K5fن ا
�ا��� ( ) ( )f x g x= >K
 x D∈ .V�K� و f g=.   

�ل ?�:  
 &6�
) :ا
�K<  ا
(	�g 8�� &6�% و 62f& أن ا
�ا ) ( )( )1 2 1f x x x x= − + + ) و − ) 2 2 3g x x x= + −.   

 ** �1��
: f gD D=.   

 ** �1��
: ( ) ( )( ) ( )2 21 2 1 2 2 1 2 3f x x x x x x x x x x g x= − + + − = + − − + − = + − =  

f :إذن  g=.   
  

�ا
� ��د��  ــ 4 $��60)
   :ا
�(?6< ا

 R��	5:  
 &K�
f %� ��8 �+ء�	د�� ��� �
   .D &� ℝ دا

 �

��ا $��60)
) ه� ��(��� ا
f T.1ا
�(?6< ا )( ),M x f x ���	�� G�	� $% ( ), ,O i j
� �

.   
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                                                                               ( )( )M x, f x                       ( )f x  

                                                       ( )Cf  

  
  
  
  
  
 

                                                                                     x  
�ل ?�:  


 ا�
ا��  ��!f ا���� ��� ��
) ا��� ) 2f x x x= ) و + )Cf"#� �$ا��� �  . ا��%&%

 �
د �� ,�� ا�%+* ا��"��� ��( ا��) �%��) إ��  ( )Cf : ( )A ) و 1,1 )B ) و −1,0 )C 3,6−.   

 "%�
�: ( ) 2f 1 1 1 2 1= + = ) إذن ≠ ) ( )A 1,1 Cf∉.   

 "%�
� :( ) ( ) ( )2
f 1 1 1 1 1 0− = − + − = − ) إذن = ) ( )B 1,0 Cf− ∈.  

 "%�
� :( ) ( ) ( )2
f 3 3 3 9 3 6− = − + − = − ) إذن = ) ( )C 3,6 Cf− ∈.   

  
   :ا
�ا
� ا
+و��6 و ا
�4د��  ــ 5

  :أ ــ ا
�ا
� ا
+و��6     
      R��	5:  

               f (+�+� 
 وx دا�� �
د�� ���/�
f
D"#0�
�� ������ .  

  : دا��  زو��4 إذا �&+3 ا��
2"ن ا��"��"ن f                 !+�ل إن 
 **                 ���

f
x D∈ "%�
� 

f
x D− ∈.   

 **                 ���
f

x D∈ "%�
� ( ) ( )f x f x− =.   

�ل  ?�:  
� ا���� f �% �� أن ا�
ا�� �� ��
) ا��� ) 2f x x x=   .  دا�� زو��4 −


�� ا�
ا�� ** �� ������ f . 
f
D = ℝ   

** ��� "%�
�  x ∈ℝ "%�
� x− ∈ℝ.   

**�
�   "%: ( ) ( ) ( )2 2f x x x x x f x− = − − − = − =.   

  . دا�� زوf ��4   و�%8 ا�
ا�� 
    �6B�A:   

                f (+�+� 
) و  x دا�� �
د�� ���/� )Cf%�� 
�"��� 9��� (�);9    �%&%"ه"  ), ,O i j
� �

.   

) دا�� زو��4 إذا و �+* إذا آ"ن �&�ر ا?را��< �&�ر ��">� �ــ  f  ���ن                  )Cf                        

�ل ?�:  
f ��4دا�� زو  "#��$�� ( )Cf >ر ا?را���&�� � A%�", �<"��� .  
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   :ا
�4د�� ــ ا
�ا
� ب   
      R��	5:  

  f (+�+� 
 وx دا�� �
د�� ���/�
f
D"#0�
�� ������ .  


د�� إذا �&+3 ا��
2"ن ا��"��"ن f                 !+�ل إن �  : دا��  
 **                 ���

f
x D∈ "%�
� 

f
x D− ∈.   

 **                 ���
f

x D∈ "%�
� ( ) ( )f x f x− = −.   

�ل ?�:  
� ا���� �f% �� أن ا�
ا��  �� ��
) ا��� ) 3f x x x= 
د�� −�  .  دا�� 


�� ا�
ا�� ** �� ������ f . 
f
D = ℝ   

** ��� "%�
�  x ∈ℝ "%�
� x− ∈ℝ.   

** "%�
�  : ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3f x x x x x x x f x− = − − − = − + = − − = −.   


د��  f   و�%8 ا�
ا�� �  . دا�� 
    �6B�A:   

                f (+�+� 
) و  x دا�� �
د�� ���/� )Cf   9;%�� 
�"��� 9��� (�) �%&%"ه"  ), ,O i j
� �

.   


د�� إذا و �+* إذا آ"ن ا�%+f�B  ���ن                 �
آC   ��">� �ــ  O  دا�� � ( )Cf     

�ل �?:  
f "#�
د��  ��$��) دا��  )Cf 9�  . ���">� ,"�%�D? � A ا���

  
  

                     
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
II د���� �
  : ــ �6675ات دا
1 R��	5 ــ : ����f ل"�� ��� ��
   .I دا�� �
د�� ��

� f!+�ل إن ا�
ا��                  ** �� ��
   .y �� I و x إذا و �+* إذا آ"ن ��� C� Iا�

x "نإذا آ                      y< نE� ( ) ( )f x f y<  

� f!+�ل إن ا�
ا�� **                 �� ��FG"%� I ��� إذا آ"ن *+�   .y �� I و x إذا و 

x إذا آ"ن                      y< نE� ( ) ( )f x f y>  

� f!+�ل إن ا�
ا�� **       �� ��,"< I ��� إذا آ"ن *+�   .y �� I و x إذا و 

                     "%�
� ( ) ( )f x f y=  

��6B  ــ 2A و R��	5:  
 ����f ل"�� ��� ��
x و I �%���"ن إ�� y و xو I دا�� �
د�� �� y≠ .   

 ا��
د** 
( ) ( )f x f y

x y

−
−


ل �/�
 ا�
ا�� �� ��A� f.   

إذا آ"ن ** 
( ) ( )f x f y

0
x y

−
>

−
أو  ( 

( ) ( )f x f y
0

x y

−
≥

−
�Eن ا�
ا��   ) f "�BG ��
  )أو �Cا�
�� ( �Cا�

إذا آ"ن ** 
( ) ( )f x f y

0
x y

−
<

−
أو  ( 

( ) ( )f x f y
0

x y

−
≤

−
�Eن ا�
ا��   ) f "�BG  ��FG"%� ) ��FG"%� أو( 
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 إذا آ"ن** 
( ) ( )f x f y

0
x y

−
=

−
�Eن ا�
ا��   f ��,"< . 

�ل  ــ 3�� 8�� �
  :ر5��2 دا
R��	5  
 ����f ل"�� ��� ��
  I دا�� �
د�� ��

� ا���"لf !+�ل إن�� "�BG � ر�� I ��� "�BG ��
� I إذا آ"!C� Jا��� "�BG ��FG"%� أو I   
  
  

�ل ?�:  
1 �

f  &6 ــ أدرس ر5��2 ا
�ا��)
∞+,1 ��8 ا   1, و−∞    X6'2( ) 2f x x 2x= −.   


ل �/�
 ا�
ا�� �� ����A! �,"�

را�K ا�� f : 
( ) ( )f x f y

x y

−
−

 ��� x ∈ℝ و x y≠.   

 "%�
�                 :
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2x 2x y 2yf x f y x 2x y 2y x y 2x 2y

x y x y x y x y

− − −− − − + − − += = =
− − − −

  

 :�� ا� C�LM� *Aال �"ول ��!&
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2f x f y x y x y 2 x yx y 2x 2y

x y 2
x y x y x y

− − + − −− − += = = + −
− − −

  

1�) ا���"ل ** ,+∞  :   

 "%�
�      :x y و <1 x و�8% <1 y 2+ x إذن < y 2 0+ −  و ,"��"�) <
( ) ( )f x f y

0
x y

−
>

−
� f إذن ا�
ا�� �� ��
C� 1,+∞ا�    

�) ا���"ل ** ,1−∞  :   

 "%�
�      :x y و >1 x و�8% >1 y 2+ x إذن > y 2 0+ −  و ,"��"�) >
( ) ( )f x f y

0
x y

−
<

−
� f إذن ا�
ا�� ��  ��FG"%� ,1−∞    

2 �
   :f ــ OP ��ول �6675ات ا
�ا
  

                   +∞                                1                                    −∞        x    
  
  
  

                                                                                                                         ( )f x  

                                                                         1−            
  

( )f 1 1= −  

�ل   ــ 4�� 8�� �

�ا �6��
  :ا
.G6 ا
.:�ى و ا
 R��	5:  

 ����f ل"�� ��� ��
  .I دا�� �
د�� ��

( )f a ا��
�� f ه) ا�+��� ا�+�Fى ��� I إذا آ"ن  إذا *+�)و ) ( )f x f a≤ ��� x I∈.   

( )f a ا��
��  "�!
� f ه) ا�+��� ا��� I إذا آ"ن *+�) إذا و ) ( )f x f a≥ ��� x I∈.   

� �FG ���G � +� aى أو د!�" �%
 ا�%+f�B و !+�ل أن �� I.   
�) هOP ا�&"�� ( )f a ا��
�� "�
اB� ��A� f.   

  
�ل ?�:  

  
) أن ا�
ا��  ــ �% ��1  ) 2f x x 2x 4= − + �B+%ا� 
� ���G � +� 1 د!�" �%��ℝ.   

 **          >A&!( ) ( )f x f ) و! �� ان −1 ) ( )f x f 1 0− ≥.   

 "%�
�           :( ) ( ) ( )22 2f x f 1 x 2x 4 3 x 2x 1 x 1 0− = − + − = − + = − ≥  

):           إذن  ) ( )f x f ) و ,"��"�) ≤1 )f 
ا�� 1�� "�!
� f ه) ا�+��� ا��� ℝ.  
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� ���G � +� 1 د!�" �%
 ا�%+f �Bا�
ا�� : و�8% ��ℝ.  

ول �/��
ا�#" f ــ !�� 
 ا�
ا�� 2 �, ��
   ا���
  

                                  6                   2                          0                           6−      x  
  

                               0                                                  2   
                                                                                                                           ( )f x  

                                  1−                                                      0  
  


ا�� −1ا��
د **��  "�!
�) ا���"ل f ه� ا�+��� ا� 6,6−   د  أي
)ا�� )f 
ا�� 2��  "�!
�) ا���"ل f ه� ا�+��� ا� 6,6−    

� ا���"ل ���G � +�2 د!�" �%
 ا�%+f  �Bو !+�ل أ�U" أن ا�
ا��     �� 6,6−  .  


ا�� 2 ا��
د **��) ا���"ل f ه� ا�+��� ا�+�Fى  � 6,6−   د  أي
)ا�� )f 
ا�� 0��) ا���"ل f ه� ا�+��� ا�+�Fى  � 6,6−    

� ا���"ل �FG ���G � +�0ى �%
 ا�%+f  �B    و !+�ل أ�U" أن ا�
ا�� �� 6,6−  .  

II �
��N ــ ا
�ا(�)
   :ا
'�ود�� و ا
  : ــ ا
�ا
� ا
'�ود�� 1
  �
   .2ax:      أ ــ ا
�ا


 ا�
ا�� ��!            f  ا���� ا ��� ��
���:  ( ) 2f x ax=.   

 **          
f
D = ℝ.   

 **          f ��4دا�� زو .  
a إذا آ"ن  ــــ          ** 0>    

�Eن                    fC�  ا���"ل ��� "�BG ��
∞+,0ا�    ا���"ل ��� "�BG ��FG"%� 0, و−∞  .   

aإذا آ"ن                ــــ  0<    
�Eن                    f ا���"ل ��� "�BG ��FG"%� 0,+∞    ا���"ل ��� "�BG  ��
∞−0, و �Cا�  .   

4
ول �/��
ات ا�
ا��           **  f.   
  

                                  +∞                              0                                       −∞          x  
  
aإذا آ�ن *  0>  

                                                                                                                           ( )f x   

                                                                      0   
  
  
  

                                +∞                              0                                       −∞          x  
    

                                                                   0   
aإذا آ�ن *  0<  

                                                                                                                          ( )f x  

  
  


ا��           ** ����" رأ8K أ�D ا����9 و �+ � �&�ر ا?را��< آ�&�ر ��">� �f 8ا��%&%� ا���$� �W ��A� .  
�ل      ?�1 :  


 ا�
ا��**          ��! ( ) 2f x x= −.   

                                 +∞                              0                                       −∞          x  
   �1��
a 1 0= − <        

  
                                                                   0   

  
                                                                                                                          ( )f x  
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 �
)�1'81 ا
�ا ) 2f x x= −.   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

�ل      ?�2 :  


 ا�
ا��**          ��! ( ) 21f x x
2

=.   

  
                                 +∞                              0                                       −∞          x  

  

  �1��

1

a 0
2

= >        

                                                                                                                          ( )f x  

                                                                      0   

'1� �
)81 ا
�ا ) 21f x x
2

=.   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 �
2ax:    ب ــ ا
�ا bx c+ +  

 ا�
ا��               ��!fا���� ��� ��
)  ا��� ) 2f x ax bx c= + +.   

 **          
f
D = ℝ.   

4
ول �/��
ات ا�
ا��           ** f.   
  

aإذا آ�ن                                                                     0>  
  

                                 +∞                              
b

2a

−
                                       −∞          x  

  
                                                                                                                              ( )f x   

                                                                   
b

f
2a

− 
 
 
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aإذا آ�ن   0<  
  

                                 +∞                              
b

2a

−
                                       −∞          x  

                                                                  
b

f
2a

− 
 
 

  

                                                                                                                              ( )f x  

          


ود��            ,���KE"ل ا���� ا�+&�� (!�!"2ax bx c+ + ��� �F&!  :
2 2

2 b b 4ac
ax bx c a x

2a 4a

− + + = + − 
 

  

):                         و�8%  )
22b 4ac b

f x a x
4a 2a

−  + = + 
 

 XU!  
b

2a
α =  و −

2b 4ac

4a

−β = −.   

):                            !Y�%�A أن  ) ( )2f x a x− β = − α.   

2y ه� �Dرة ا����9 ا�Pي ��"د��f 8!+ � أن �%&%� ا�
ا�� ا�&
ود��  **            ax= "#�#��� (زا�� ا��[", ( )u ,α β
�

.   

�ل       ?�3 :   

 ا�
ا�� ��!                  f ا���� ��� ��
):  ا��� ) 2f x 2x 4x 1= − +.   

                 ** "%�
�   :
b 4

1
2a 2 2

−− = − =
×

) و  )f 1 1= a و ,�" أن  − 2 0= �Eن  < :  

      
                                 +∞                              1                                       −∞          x  

  
  

                                                                                                                          ( )f x  

                                                             ( )f 1 1= −  

  
  

� ا�
ا��              ** %&%�f 8ي ��"د��P9 ا���2y ه� ه� �Dرة ا�� ax= ا��) ���#�#"  ,"]زا��( )u 1, 1−
�

.   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

�ل       ?�4 :   

 ا�
ا�� ��!                  f ا���� ��� ��
):  ا��� ) 2f x x 2x 3= − + +.   

  **                 "%�
�  :( )
b 2

1
2a 2 1

− = − =
× −

) و  )f 1 a  و ,�" أن =4 1 0= − �Eن >  :  

      
                                 +∞                              1                                       −∞          x  

  
                                          ( )f 1 4=  

                                                                                                                          ( )f x  
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� ا�
ا��              ** %&%�f 8ي ��"د��P9 ا���2y ه� ه� �Dرة ا�� ax= "#�#��� (زا�� ا��[", ( )u 1,4

�
.   
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